M1 — Statistique — 2018/2019

Examen final

Durée : 2h
Correction

Tout matériel qui ne ressemblerait pas a un simple stylo ou a une feuille blanche
(calculatrice, portable, note de cours...) est interdit. Si vous vous demandez si vous
avez le droit d’avoir un objet sur la table, c’est qu’il est certainement interdit.
L’énoncé est composé de deuz exercices indépendants pour un total de 9 questions.
St1 un résultat n’a pas pu étre démontré, il pourra toutefois étre admis pour
les questions sutvantes.

St un résultat n’est pas rigoureusement justifié, la totalité des points ne sera pas
donnée. Si la réponse n’est pas correcte mais que le candidat ou la candidate s’en
apercoit et met un commentaire montrant un recul sur son travail, des points pour-
ront éventuellement étre accordés ; sinon, aucun point ne sera accordé a la question.

Intervalle de confiance

Dans cette partie, nous étudions un n-échantillon de loi exponentielle & (6*) avec
0* € R’ dont nous rappelons la densité :

for(7) = 0% e " g, ().

1. En détaillant les calculs de I’espérance, calculer I’estimateur (/9\” basé sur le moment
d’ordre 1.

Nous avons :
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2. En détaillant les calculs de la variance, calculer la loi limite de X,.

Nous avons :

“+o00o
Egp [Xﬂ = / 220 e " dx
0

u(z) = 22, u'(z) = 2,

V() = 0%, et w(z)=—e "

Nous obtenons ainsi :
2 1 1
2 2
Vo [X] =Bo- [X5] = Bor [X] = 05 = 05 = 5
Donc, d’apres le théoreme central limite, nous avons :

A1) v038)

0* | n—+oo 0*2

3. Calculer la loi limite de @\n.

Nous voyons que y/n tend vers l'infini avec n et nous posons £(z) = 1/x qui est
dérivable en 1/6* car dérivable sur R* avec pour dérivée :

() = —i.
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Nous pouvons donc utiliser la méthode Delta :

\/ﬁ{z( ( )} nﬁ;f’ 1/9*)/\/(0,%)
T \/‘(e —e*) £, 9*2/\/( 01)
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4. En isolant 6*, déduire du résultat précédent un intervalle de confiance asympto-
tique de #* de niveau 1 — « avec a €]0, 1].

0. —p* . . . . , , .
Comme \/59”9*9 suit asymptotiquement une loi gaussienne centrée réduite et en
note ¢, le quantile d’ordre o de la gaussienne centrée réduite, nous avons :
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Dongc, l'intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — « vaut :

0, 0,
IC, o (0%) = — = ]
« a/g Y1 Ni-ay2
sil>2 \/:7/ 2. Sinon, ¢’est simplement :
I1C)_,(0%) —5” +00
I-a = di—a/2’
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Test

Dans cette partie, nous étudions des lancers d’une piece et nous cherchons a savoir si
la piece est équilibrée ou non ; c’est-a-dire si nous avons autant de chance d’obtenir
pile ou face. Pour ce faire, nous modélisons les lancers par un n-échantillon de loi
de Bernoulli B (0*) avec 6* € [0, 1] ou 0 représente face et 1 pile.

5. Expliquer pourquoi nous pouvons modéliser cette problématique par un test com-
parant les deux hypotheses suivantes :

Ho : 0° = 1/2 contre Hy : 0* # 1/2.

Donner les deux sous-ensembles correspondants.

omme nous cherchons & savoir si la piece est équilibrée, nous voulons savoir si le
C herch | t librée, | |
parametre vaut 1/2. L’alternative est alors toutes les autres possibilités. Les deux
ensembles sont :

Oy =1/2 et ©, = [0,1/2[U]1/2, 1].

6. Calculer estimateur du maximum de vraisemblance du modeéle.

Commencons par calculer la vraisemblance en fonction de 6 :

n

x(0) = JJor* (-6

- g X (1- 9*)"*2?21 Xi

Puis calculons le maximum de vraisemblance sur [0, 1] :

In (Vx(6*)) = Q*ZX+<n—Zx> (1—0%),

0 1 ¢ . 1
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< 0.

Donc 'estimateur du maximum de vraisemblance est X,,.

7. Montrer que la statistique du rapport de vraisemblance h(X) est égale & g, (X,)

avec
gn 10,1 — Ry

T o g (1— )"
Or, nous savons que la statistique du rapport de vraisemblance vaut :
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0€O,
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Pour le numérateur, comme la vraisemblance est croissante jusqu’a X,, et décroissante
apres, si X,, # 1/2, le maximum appartient donc & I’ensemble, sinon, méme si I’abs-
cisse du maximum n’est pas dans I’ensemble, le sup est également VX( ). Au final,

la statistique du rapport de vraisemblance est donc :
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8. En étudiant le sens de variation du logarithme de la fonction g,, montrer que le
test du rapport de vraisemblance est équivalent au test :

¢(X) = ]l{X7n<€(1y ou £2<Xp}

5



avec (1 < (2 qui seront définis dans la question suivante.

Commengons par étudier le sens de variation de In (g, (x)) :

In(g,(x)) = nln(2)+nzln(z)+n(l —2)n (1 —2x),
%ln (gn(x)) =0 < nln(x)+n—nln(l—z)—n=0

& nln(z) —nln(l —2) =
< In(z)=In(1—=2x)
& r=1—-ux
& r=1/2,

0? n n

zn (gn(z)) = p R
> 0.

Donc la fonction g, est décroissant sur ]0,1/2[ et croissante sur |1/2,1[. Or, nous
savons que le test du rapport de vraisemblance s’écrit :

O(X) = Lipxm)>ha)
et la fonction est plus grande qu'une certaine valeur k, que si X, est plus petit
qu'un certain £} ou plus grand qu’un certain £2.

9. En étudiant la loi asymptotique de X,, sous 'hypothese Ho, proposer des valeurs
pour /1 et £2 de telle sorte que le test soit de niveau a.

Le théoreme de limite centrale permet de dire que :

n—-+00

— 1
Vi (X, -1/2) 5 N(o, Z)
donc, en notant ¢, le quantile de la loi gaussienne centrée réduite, nous avons :

Pijs (qaje < 2vn (X —1/2) < quiogpe) — 11—«

n—-+o00

. i @
Donc, si nous prenons £}, = 3 — =52 et (2 = 1 + 12—\75/2 alors nous nous tromperons
asymptotiquement avec une probabilité de a.



