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TD n°5 : Tests

Exemples du cours

Intuition

Etant donné un n-échantillon X = (Xy,...,X,) iid de loi N'(*,1) avec §* € R, nous voulons
tester :

Ho: 0 >1,
Hy: 0 <1
1. Donner les ensembles O et ©1 correspondants.

2. Nous prenons la variable p(X) = ]I{Yn<1}' Est-ce une statistique de test ? Si oui, donner la
région de rejet. Sinon, expliquer pourquoi et en proposer une nouvelle.

3. Calculer les fonctions a et 3 en fonction de la fonction de répartition Fyr(g,1)-

4. Calculer la taille du test. Qu’en déduisez-vous ?

Construction d’un test

Etant donné un n-échantillon X = (Xy,...,X,) iid de loi N'(*,1) avec §* € R, nous voulons
tester :

7‘[02 9*21,
Hi: 0 <1.

1. Quelle forme de région de rejet vous parait la plus logique ? | — 00, ko[ ? 1kas bal? Jka, +00[? Une
autre forme ?

2. En déduire la statistique ¢.

3. Calculer la taille o* en fonction de k.

4. En déduire la forme de la statistique de test.

Test du rapport de vraisemblance

Etant donné un n-échantillon X = (X1,...,X,) iid de loi N (6*,1) avec 6* € R, nous voulons

tester :
HO D0 > 1,
Hy: 00 < 1.
1. Calculer la vraisemblance du modele et étudier son sens de variation en fonction de 6*.

2. Montrer que le rapport de vraisemblance peut s’écrire de la forme h(X) = g(X,,) ol g est définie
sur R par :

g@) =exp [T (@ = 1) (2Maery — 1)) -

3. Etudier le sens de variation de la fonction g.

4. En déduire que le test du rapport de vraisemblance peut s’écrire comme dans 1’exercice précédent.



Exercice 1

Etant donné un n-échantillon X = (Xi,. .., X,,) iid de loi £(6*) avec * € R , nous voulons tester :
Ho: 0 <1,
Hq - 0* > 1.

1. Calculer I'estimateur des moments.

Pour calculer 'estimateur des moments, nous commencons par calculer ’espérance :
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La méthode des moments consiste a estimer le parametre en estimant les moments par les estima-
teurs empiriques associés donc nous avons :

X’n: <:>9n:

1
X,

=) -

2. Calculer la loi asymptotique de I'estimateur.

Par des calculs identiques, nous avons la variance de X; qui vaut 1/ 6*2 (je me permets de ne pas
refaire le calcul mais il faudrait dans un examen). Donc, par le théoréme de la limite centrale, nous
avons :

Vi (X —=1/0%) — N (0,1/67%).

Nous observons que :
— ap =+/n — +o0,

— Nous avons a, (U —Ux) — V,
n—r+00

— La fonction £(x) = 1/x qui est différentiable en 1/6* car 6* > 0.
Donc, nous pouvons appliquer la méthode Delta. Nous commencons par calculer la défier de la

fonction ¢ : .

x2

v (;) = —6*2.

(z) =

que nous calculons au point 16* :



Ainsi, nous avons :
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3. En déduire un test de taille asymptotique «.

A partir de la question précédente, nous obtenons que :

L) = P )

Donc, en notant Fjs(g,1) la fonction de répartition d’une loi gaussienne centrée réduite et nous
cherchons k, de telle sorte que :

o= sup Po (00> ka)
0*€0g

= sup Py- (ﬁ[gi-l} 2%[{;3‘—1])
o<1
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Alinsi, nous avons pour tout « €]0; 1[ et pour n assez grand :
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Donc si nous prenons la suite de test ®,, = ]l{g >1+q1,a} = ]1{

est de niveau
= J

asymptotique a.

4. Calculer le test de rapport de vraisemblance. Qu’en déduisez-vous ?
Pour le test du rapport de vraisemblance, nous rappelons que la vraisemblance est :

n

Vx(0) = H [Qe_exi]
i=1
— 6”6*92?:1 Xi.

nous avons déja vu que le maximum de vraisemblance est atteint pour §# = 1/X,, pour une valeur :
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et nous avons le tableau suivant :

Vx a ¢
0 0

Ainsi, la question se pose de savoir si 1/X,, est plus petit ou plus grand que 1. Dans le cas ol



1 <1/X,, nous avons :
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De méme, si 1 > 1/X,,, nous avons h(X) = "9 (Xn) avec g(z) = In(z) + 1 — z. Du coup, nous
obtenons :

e (Xn) 4 1/X, > 1,

hX) =
&0 e (Xn) sinon,

e ()X, <,
9 (Xn) sinon,
h

. (X).

Or, la fonction z +— g,(x) est strictement croissante sur ]0;1[ et strictement décroissante sur
]1; 4+00[. Du coup, la fonction z +— hy,(z) est strictement décroissante sur ]0; +oo[. Du coup, il
existe k, tel que le test est donc :

Linx)>kay = ]l{hn(?n)ma}
= Lxsn 0
= Lxosky
Le test est donc de la méme forme que celui calculé précédemment et la valeur k!, = \/m% de
telle sorte que le niveau asymptotique soit a.
Exercice 2
Etant donné un n-échantillon X = (X1, ..., X,) iid de loi Geo(6*) avec 8* €]0;1][, nous voulons
tester :
Ho 0= 1/2,
7‘[1 0= 3/4

Proposez un test uniformément puissant de niveau a.



Exercice 3

Nous prenons dans cet exercice un n-échantillon X = (Xy,...,X,) iid de loi Bin(n,0*) avec
6* €]0;1][.

1. Soit 09,6, €]0;1[ avec 61 > 6y, construire le test de rapport de vraisemblance de ”6* = 6,”
contre ”6* = 0;” au niveau «.

2. Application numérique : n = 10, §y = 0.3 et a = 0.05, quel est le niveau réel de ce test ?

3. Le test précédent a une zone de rejet de la forme S > so. Nous définissons un nouveau test a
l’aide de la statistique 7" suivante :

1 si S>s

T(S) = . ’

(%) { 0 si S < s,

et si S = sg, T(S) est aléatoire, valant 1 avec probabilité v et 0 sinon. Quel est le niveau de ce
nouveau test 7

4. Application numérique : trouver v lorsque n = 10, pg = 0.3 pour avoir un niveau réel de
a = 0.05.



