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Introduction

Ce livret contient les exercices de I’Unité d’Enseignement (UE) INF 302 enseignée a I’Université Grenoble Alpes, France.

A propos des exercices et des chapitres de TD

— Le livret de travaux dirigés devrait contenir le nombre nécessaire et suffisant d’exercices pour le semestre. Pour I’examen
final, vous &tes censés les avoir tous faits. Vos enseignants de travaux dirigés sont 1a pour vous aider sur les exercices
que vous n’arriveriez pas a faire tout seul.

— Le rythme usuel est d’environ d’un chapitre par séance de TD. Le détail est ci-dessous :

— chapitre 1 : 0 séance;

— chapitre 2 : 1 séance;

— chapitre 3 : 2 séances;

— chapitre 4 : 1 séance;

— chapitre 5 : 1 séance;

— chapitre 6 : 1 séance;

— chapitre 7 : 1 a 2 séances;

— chapitre 8 : 1 2 2 séances;

— chapitre 9 : 1 a 2 séances;

— chapitre 10 : 1 & 2 séances;

— chapitre 11 : 1 séance;

— chapitre 12 : 0 séance;

— chapitre 13 : 0 séance;

— chapitre 14 : 2 séances.

— interrogations durant le semestre : 2 séances au total.

Certains chapitres n’ont pas de séance associée en raison de la réduction du nombre d’heures de I'UE. Le chapitre 1
est un chapitre pour revoir les notions mathématiques de base. Les chapitres 11 et 12 ne seront pas évalués lors des
examens.

— Les exercices de difficulté 1 (M) sont des exercices d’application directe du cours. Il est préférable de les préparer
avant la séance de TD pour vous assurer que vous avez compris les concepts. Les exercices de difficulté 2 (dd) sont
des exercices d’entrainement et indispensables, vous devriez les avoir tous traiter a I’issue de la séance de TD. Les
exercices de difficulté 3 (&) sont des exercices plus difficiles qui demandent plus de reflexion et seront traités en TD
en fonction du temps disponible (et surtout une fois que les exercices de difficulté 2 sont maitrisés). Il est possible que
I’examen contienne un ou deux exercices de ce niveau.

Aude : Automata demystifier

Aude est un logiciel en ligne fait par et pour les étudiants de I’UE. Il encourage le travail en autonomie des étudiants sur I’'UE
sur la plupart des concepts abordés durant I’'UE. En particulier, vous pouvez obtenir la solution de certains exercices en utilisant
Aude. Aude est disponible a I’adresse suivante :

https://aude.imag. fr

Vous aurez une présentation du logiciel durant le cours magistral.
Pour toute question ou rapport de bug concernant Aude, merci d’écrire a 1’adresse

aude-contact@univ—-grenoble-alpes. fr


https://aude.imag.fr
aude-contact@univ-grenoble-alpes.fr

Quelques conseils

Les conseils suivants peuvent sembler cliché et/ou naifs mais les suivre peut étre un sérieux atout pour votre réussite a I’UE.

Soyez attentifs durant les cours. Votre objectif est d’avoir assimilé la plus grosse partie possible en sortant de 1’amphi.
Retravaillez le cours le soir méme et venez au prochain amphi ou au prochain TD avec des questions sur ce que vous
n’avez pas compris. Contrairement a une croyance durement établie, les séances de travaux dirigés ne sont pas faites
pour comprendre le cours mais pour s’entrainer a faire les exercices mieux et plus rapidement.

Posez des questions durant les cours si vous avez le moindre doute sur une notion abordée. Si vous vous posez une
question, plusieurs de vos camarades se posent probablement la méme question.

Travaillez dur et réguliérement. Penser qu’il est possible d’assimiler le contenu de I’UE une semaine avant I’examen est
illusoire. Pour la résolution d’un exercice, un bon algorithme consiste a essayer (sérieusement), dans un premier temps,
de résoudre I’exercice seul. Si vous n’y arrivez pas, essayer de la résoudre avec un camarade. En dernier recours, faites
appel a la solution ou a vos enseignants.

Ne vous perdez pas au milieu du semestre. Discuter avec vos camarades des concepts que vous ne comprenez pas et/ou
contactez vos enseignants.

Contactez nous. N’hésitez pas! Nous sommes généralement disponibles et sommes heureux de vous aider.

Ne jamais abandonner. Assez évident, mais ¢a va mieux en le disant.
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CHAPITRE

i@l Notions mathématiques de base

Ce chapitre est destiné a vous exercer sur les notions de base en mathématiques.

Exercice 1 () — Ensemble des sous-ensembles d’un ensemble - définition

Considérons un ensemble E de cardinal fini et P(E) I’ensemble de ses parties ou I’ensemble de ses sous-ensembles.
1. Rappeler la définition (formelle) de P(E).
2. Pour E = {1, 2,3}, donner P(E).

Exercice 2() — Ensemble des sous-ensembles d’un ensemble - propriétés
Prouver les propositions suivantes :

1. P(A)="P(B)ssi A=B.

2. P(AUB)={XUY | X e P(A) AY € P(B)}.

3. P(ANB) = P(A) N P(B).

4. En général, P(AU B) # P(A) UP(B).
Exercice 3() — Relations et leur propriétés

1. Rappeler les définitions formelles mathématiques des éléments suivants : relation, fonction, application, relation
réflexive, relation anti-réflexive, relation symétrique, relation antisymétrique, relation transitive, relation d’équivalence,
classe d’équivalence.

2. Donner un exemple pour chacun des éléments mentionnés dans la question précédente.

Exercice 4 () — Une relation d’équivalence

Considérons la relation R C (Z x (Z\ {0}))2 définie comme suit :
Y(a,b),(e,d) € Zx (Z\{0}): (a,b) R(c,d) <= axd—bxc=0.

1. Prouver que R est une relation d’équivalence. 2. Donner ses classes d’équivalence.

Exercice 5() — Preuves par récurrence

1. Prouver la proposition suivante :

i 1
VneN:Zi:@.
1=0

2. Déduireque 1 +3+ 5+ ...+ (2n — 1) = n2.
3. Prouver la proposition suivante :

~ 1)(2n+1
vneN:Zi2=”(”+ )6(”+ ).
1=0



CHAPITRE 1. NOTIONS MATHEMATIQUES DE BASE

Exercice 6 () — Entiers naturels définis par induction

Soit F un ensemble inductivement défini par les régles suivantes :
— Regledebase: 0 € F
— Regle d’induction : si z € F, alors s(z) € E

1.

Proposer une définition d’une fonction + qui se comporte comme 1’addition sur les entiers (ol s(x) est I’entier apres z).
La fonction doit étre définie par induction sur son premier argument.

Proposer une définition d’une fonction * qui se comporte comme la multiplication sur les entiers. La fonction doit étre
définie par induction sur son premier argument.

. Prouver les propriétés suivantes :

—VzeFE:2x0=0=0x*ux,
—Ve,ye E:axxy=yxu,

—Va,y, 2 (xxy)x 2 =2 % (y*2),
—Va,y,z:(x+y)sz=x*xz+yx*z.

Exercice 7() — Listes définies par induction

Soit E(X) I’ensemble des listes dont les éléments sont dans 1’ensemble X et qui est inductivement défini comme suit :
— Regle de base : nil € E(X),
— Regle d’induction : si ! € E(X), cons(a,l) € E(X), pour chaque a € ¥, out cons est I’opérateur de concaténation

d’un élément a une liste.

Soit © = {a, b}

1.
2.
3.

Rappeler la définition de 1’opérateur cons.
Donner une définition inductive de 1’ensemble des listes qui contiennent le méme nombre de a que de b.

Donner une définition inductive de I’ensemble des listes qui contiennent le méme nombre de a que de b et qui
commencent par des a suivis par des b. Entre les a, il ne doit pas y avoir de b.

UNIV. GRENOBLE ALPES 6 Licence Sciences et Technologies



CHAPITRE

] Notions préliminaires

Exercice 8 (#d) — Concaténation de mots

En reprenant un des exemples utilisés pour illustrer la concaténation de mots en cours :
— La concaténation des mots 01 et 10 est le mot 0110.
— La concaténation du mot vide € et du mot 101 est le mot 101.

1. Donner la définition formelle des applications correspondant a ces 5 mots et montrer que les deux affirmations ci-dessus
sont cohérentes avec la définition de I’opération de concaténation vue en cours.

Exercice 9 (W#) — Longueur et nombre d’occurrences d’un symbole

Considérons un alphabet X.

1. En utilisant la définition non-inductive de mot comme une application, définir la fonction qui donne la longueur d’un
mot.

2. En utilisant la définition non-inductive de mot comme une application, définir la fonction qui donne le nombre
d’occurrences d’un symbole dans un mot.

3. Mémes questions que précédemment en utilisant la définition inductive de mot.

Exercice 10 (A#) — Elément neutre de la concaténation

Considérons X un alphabet et ex; le mot vide sur 3.

1. En considérant la définition non-inductive de mot, montrer que le mot ey, est 1I’élément neutre de la concaténation,
cest-a-direVu € X* t u-ex, = €x - u = u.

Exercice 11 (WM&) — Puissance d’un alphabet

Rappelons que pour un alphabet X et ¥ sont les ensembles de mots sur ¥ respectivement de longueur égale 2 k.
1. Donner le cardinal de >
2. Prouver que Vk € N : ¥F+l = yik . 531,
3. Prouver que Yk € N : £F+l = »1 . vk,
4.

Démontrer le résultat sur la cardinalité de XF.

Exercice 12 (W#d&®) — Cardinal et concaténation

Considérons un alphabet . Nous nous intéressons a la concaténation Ly - Lo de deux langages L, et Ly définis sur 3.
1. Donner deux langages Lj et Lo, avec Ly # () et Ly # 0, tels que | Ly - Lo| < |L1| x |La|.
2. Démontrer que VL1, Lo C X* : |Ly - Lo| < |Lq| X |La|.
3. Donner des conditions suffisantes pour que |Ly - Lo| = |L1| X |La].



CHAPITRE

k] Automates a états finis déterministes

Rappels :
— AEFD : automate a états fini déterministe.
— Un automate est dit accessible (resp. co-accessible) si tous ces états sont accessibles (resp. co-accessibles).
— Un automate est dit émondé€ s’il est accessible et co-accessible.

Exercice 13 (#) — Langage reconnu par un automate
Considérons I’alphabet {a, b} et les AEFD dans la Figure 3.1.

1. Décrire en langage naturel les langages reconnus ces AEFD.

2. Comment les descriptions trouvées dans la question précédente seraient-elles modifiées si nous avions considéré
I’alphabet {a, b, c} ?

Exercice 14 () — Représentation tabulaire d’un automate
Considérons 1’alphabet {a, b}. Vous pourrez vous limiter & deux ou trois automates pour vérifier que vous avez compris le
principe.

1. Donner la représentation tabulaire des AEFD dans la Figure 3.1.

2. Donner la représentation tabulaire des AEFD trouvés dans 1’Exercice 15.

Exercice 15 (#) — Automate pour un langage avec des contraintes sur le nombre de symboles
Considérons I’alphabet {a, b}. Pour chacun des ensembles suivants, donner un AEFD qui reconnait cet ensemble de mots, si
cela est possible.
1. L’ensemble des mots qui contiennent un nombre de a multiple de 2.
L’ensemble des mots qui contiennent un nombre de a multiple de 3.
L’ensemble des mots qui contiennent exactement n occurrences du symbole a, pour un certain n € N.
L’ensemble des mots qui contiennent moins de n de occurrences du symbole a, pour un certain n € N.
L’ensemble des mots qui contiennent plus de n de occurrences du symbole a, pour un certain n € N.

L’ensemble des mots qui contiennent autant de a que de b.

A i

L’ensemble des mots tels que chaque bloc de 3 symboles consécutifs contienne (exactement) 2 occurrences du symbole
a.

Exercice 16 (W) — Automate pour un langage avec certains préfixes, suffixes ou facteurs
Considérons I’alphabet {a, b, c}. Rappelons que - désigne 1’opérateur de concaténation entre mots (et langages). Pour chacun
des langages suivants, donner un automate qui le reconnait (si un tel automate existe).
1. L’ensemble des mots qui commencent para - boub - c.
L’ensemble des mots qui ne commencent ni par @ - b ni par b - c.
L’ensemble des mots qui contiennent a - b.
L’ensemble des mots qui ne contiennent pas a - b.

L’ensemble des mots qui terminent par a - b - c.

SANSANIF o

L’ensemble des mots qui ne terminent pas par a - b - c.



CHAPITRE 3. AUTOMATES A ETATS FINIS DETERMINISTES

FIGURE 3.1 — Des automates a états finis déterministes

7. Lensemble des mots de longueur supérieure ou égale a 2 et tels que 1’avant-dernier symbole est b.

Exercice 17 (W®&) — Fonction de transition et symbole puits

Considérons un AEFD (Q, qo, X2, 9, F) et a € ¥ un symbole particulier tel que Vg € Q : §(¢,a) = q.
1. Prouver que : Vn € N : §*(¢q,a™) = g ol a™ est le mot formé en concaténant n a’s (c’est-a-dire g - a .. . a).

n fois

2. Prouver que soit {a}* C L(A) soit {a}* N L(A) = 0.

Exercice 18 (WA®) — Sous et sur-automate

Soit A un automate. On appelle sous-automate de A tout automate obtenu en enlevant un ou plusieurs états de I’ensemble des
états de A, a I’exception de 1’état initial, ou en supprimant une ou plusieurs transitions de la fonction de transition de A et sans
changer la nature des états ni 1’état initial. On appelle sur-automate de A tout automate obtenu en ajoutant un ou plusieurs états
de I’ensemble des états de A, en ajoutant une ou plusieurs transitions a la fonction de transition de A (tout en préservant le
déterminisme de 1’automate) ; le sur-automate a le méme état initial et son ensemble d’états accepteurs est un sur-ensemble de
I’ensemble des états accepteurs de A.
1. Etantdonné un AEFD A = (Q, qo, ¥, , F'), définir (formellement) 2 quelle condition un automate A’ = (Q’, ¢4, %, &', F')
est un sous-automate de A.

2. Démontrer que le langage reconnu par tout sous-automate de A est inclus dans le langage reconnue par A.
3. Démontrer que le langage reconnu par tout sur-automate de A contient le langage reconnue par A.

Univ. Grenoble Alpes 9 INF 302 : LANGAGES ET AUTOMATES - TD



CHAPITRE

Opérations de composition d’automates déterministes

Dans ce chapitre, vous pouvez réutiliser les automates du chapitre précédent. Pour rappel, le langage accepté par un AEFD A
est noté L(A).

Exercice 19 (#) — Complétude d’un automate
Considérons I’alphabet {a, b} et les AEFD dans la Figure 3.1.

1. Déterminer quels automates sont complets.
2. Compléter les automates qui ne sont pas complets.

3. Compléter les automates en considérant 1’alphabet {a, b, c}?

Exercice 20 (#) — Trouver ’automate complémentaire

Considérons I’alphabet > = {a, b}. Pour chacun des automates suivants, donner un automate qui reconnait le complémentaire
du langage reconnu.

1. L’automate représenté dans la Figure 4.1a. 3. L’automate représenté dans la Figure 4.1c.
2. L’automate représenté dans la Figure 4.1b.

Exercice 21 (W) — Obtenir un automate par produit d’automates
Pour les automates suivants, utiliser la construction de 1’automate produit. Considérons 1’alphabet ¥ = {a, b} et les automates
trouvés dans I’Exercice 15. Pour chacun des langages suivants, donner un AEFD qui le reconnait.

1. L’ensemble des mots qui contiennent un nombre de a multiple de 3 et multiple de 2.

2. L’ensemble des mots qui contiennent un nombre de a multiple de 2 et non multiple de 3.

3. Les langages complémentaires dans >* de chacun des langages précédents.

Exercice 22 (W) — Obtenir un automate par produit d’automates
Considérons I’alphabet 3 = {a, b, c}. Pour chacun des langages suivants, en ré-utilisant les automates de 1’Exercice 16, donner
un automate qui le reconnait.

1. L’ensemble des mots qui commencent par a - b ou b - ¢ et qui ne terminent pas para - b - c.

2. L’ensemble des mots qui contiennent un nombre pair de c et qui ne contiennent pas a - b.

(b) ©

()

FIGURE 4.1 — Des automates a états finis déterministes
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CHAPITRE 4. OPERATIONS DE COMPOSITION D’AUTOMATES DETERMINISTES

Exercice 23 (W&W&®) — Correction de I’opération de complétion

Nous souhaitons montrer que 1’opération/’algorithme de complétion est correcte, c’est-a-dire qu’elle ne change pas le langage
de I’automate sur lequel elle est appliquée. Etant donné un AEFD A, C'(A) dénote I’automate résultant de 1I’application de
I’opération de complétion a A.

1. Montrer que L(C(A)) = L(A).

Exercice 24 (W®&) — Correction de ’opération de complémentation

Nous souhaitons montrer que 1’opération de complémentation est correcte, ¢’est-a-dire qu’elle produit bien un automate qui
reconnait le complémentaire de 1’automate auquel elle a été appliquée (si 1’automate de départ est complet). Nous considérons
un AEFD A complet sur un alphabet . Nous notons A® I’automate obtenu en appliquant 1’opération de complémentation sur

A.
1. Montrer que L(AY) = ¥* \ L(A).

Exercice 25 (W®M&) — Correction du produit d’automates

Soit A = (Q4,%, ¢, 64, F4) et B = (QB,%, ¢}, 6%, FP) deux AEFD. L objectif de cet exercice est de prouver que
L(A)NL(B) C L(A x B).

1. Prouver que pour chaque n € N, pour chaque exécution (g3, uo) - - - (¢, u,) de Aet (¢F,uo) -+ (¢B,u,) de B sur
un mot commun u de longueur plus grande ou égale a n :

((q(‘;‘, q(])g),uo) cee ((q;?, qf), Uy, ) est une exécution de A x B.

2. Utiliser le résultat précédent pour prouver L(A) N L(B) C L(A x B).

Univ. Grenoble Alpes 11 INF 302 : LANGAGES ET AUTOMATES - TD



CHAPITRE

IJ Algorithmes et problemes de décision sur les automates

Exercice 26 (#) — Algorithmes pour déterminer la complétude
Considérons deux alphabets ¥ et X/ tels que X' C 3. Nous rappelons qu’un automate sur un alphabet ¥ est dit complet si sa
fonction de transition est définie pour chaque symbole de 3 en chaque état.

1. Donner un algorithme qui détermine si un automate sur un alphabet X est complet.

2. Nous disons qu’un automate sur I’alphabet X est complet par rapport a I’alphabet X’ si sa fonction de transition est
définie en chaque état sur chaque symbole de Y’. Donner un algorithme qui détermine si un automate sur 1I’alphabet 2
est complet sur I’alphabet /.

Exercice 27 (#) — Algorithmes pour complémenter

Considérons un alphabet >.

1. A partir de la définition de 1’automate complémentaire vue en cours, donner un algorithme réalisant la négation d’un
automate par rapport a X et produisant un automate reconnaissant le complémentaire du langage reconnu par I’automate
passé en parametre.

Exercice 28 (W) — Algorithme pour calculer I’automate produit

Considérons un alphabet X.

1. A partir de la définition du produit d’automates vue en cours, donner un algorithme produisant un automate qui reconnait
I’intersection des langages des automates passés en parametres. La construction de I’ensemble d’états de 1’automate
produit doit se faire « a la volée » ¢’est-a-dire en construisant les états de I’automate produit de maniere paresseuse en
parcourant simultanément les ensembles d’états des automates de départ.

2. Pour rappel, selon la définition d’automate produit vue en cours, si les automates passés en parametres ont pour
ensembles d’états ()1 et ()2, alors 1’automate produit a pour ensemble d’états Q1 x Q2 (avec |Q1 X Q2| = |Q1] X |Q2)).
Donner des exemples d’automates tels que votre algorithme produise un automate dont le cardinal soit strictement
inférieur a |Q1 X Q2.

Exercice 29 (W&h&) — Montrer I’inclusion entre langages

Considérons deux langages a états L et L’ et les automates Ay et Ar. reconnaissants L et L', respectivement.

1. En utilisant les opérateurs d’intersection et de complémentation entre langages, écrire une relation entre langages
équivalente a L C L.

2. Déduire de la question précédente, un algorithme utilisant Ay, et Ay, permettant de déterminer si L C L.
3. Déduire de la question précédente, un algorithme utilisant Ay, et Ay, permettant de déterminer si L = L.

4. Soit L, le langage des mots qui ne contiennent pas abaa et qui contiennent un nombre pair de a. Soit L le langage des
mots qui ne contiennent pas aba et qui contiennent un nombre de a multiple de 4. Montrer que Lo C L4 en utilisant des
AEFD qui reconnaissent ces langages.

Exercice 30 (WM&) — Automates qui reconnaissent les langages prefixe-clos

Nous souhaitons montrer que le probleme de déterminer si le langage reconnu par un automate est préfixe-clos est décidable.

1. Donner des exemples et des contre-exemples d’automates qui reconnaissent des langages préfixe-clos.

12



CHAPITRE 5. ALGORITHMES ET PROBLEMES DE DECISION

2. Caractériser par une condition les automates qui reconnaissent les langages préfixe-clos.
3. Donner un algorithme qui permet de décider si un langage défini par un AEFD est préfixe-clos.

4. Tester votre algorithme sur les automates de la premiere question.

Univ. Grenoble Alpes 13 INF 302 : LANGAGES ET AUTOMATES - TD



CHAPITRE

Equivalence, distinguabilité et minimisation

Ce chapitre contient quelques exercices sur la minimisation et I’équivalence d’ AEFD. Les deux chapitres suivants reviennent
sur la notion de minimisation.

Exercice 31 (W#) — Minimiser des automates

Nous considérons les automates dans la Figure 6.1 sur ’alphabet 3 = {a, b}.

1. Minimiser I’AEFD dans la Figure 6.1a. 2. Minimiser I’AEFD dans la Figure 6.1b.

Exercice 32 (W) — Déterminer I’équivalence ou la non-équivalence entre automates

Considérons les deux automates dans la Figure 6.2a et Figure 6.2b. Montrer que ces deux automates sont équivalents :
1. en utilisant la procédure basée sur la distinguabilité entre états;
2. en utilisant la procédure basée sur la minimisation;

3. en utilisant la procédure basée sur le produit d’automates.

Exercice 33 (A®) — Déterminer si un automate est minimal ou non
Nous considérons les deux automates dans la Figure 6.3. Nous souhaitons déterminer si ces automates sont minimaux. Pour
chacun des automates (Figure 6.3a et Figure 6.3b), faire les questions suivantes.

1. Utiliser I’algorithme calculant les états distinguables pour déterminer la minimalité.

2. Utiliser I’algorithme calculant les états équivalents pour déterminer la minimalité. Montrer clairement les étapes de
calcul. Lister les classes d’équivalences.

3. Vérifier que vous obtenez des résultats compatibles et donc les mémes conclusions avec les deux méthodes.
4. Représenter I’automate minimal sous formes tabulaire et graphique.

TABLE 6.1 — Des AEFD en représentation tabulaire 8 minimiser. Les états sont en lignes, les symboles en colonnes. La fleche
indique I’état initial, I’étoile indique un état terminal.

o]
[afo] —_t]o]s oo
i ool * 20131 - * 0] 1]3
ERE 31812 1213
EIE * 41 5|6 2052
x 3024 51612 31411
IR 61 7]|8 * 4054
@ 71614 591515

8158 ©

(b)

14



CHAPITRE 6. EQUIVALENCE, DISTINGUABILITE ET MINIMISATION

DD

(a)

FIGURE 6.1 — Des AEFD en représentation graphique a minimiser.

(a)

FIGURE 6.2 — Des AEFD dont on veut déterminer 1’équivalence.

FIGURE 6.3 — Des AEFD en représentation graphique a minimiser.
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CHAPITRE

g8 Automates a états finis non-déterministes

Rappel :
— AEFD : automate a états fini déterministe ;
— AEFND : automate a états fini non-déterministe.
Remarque : Lorsqu’on représentera un automate par sa table de transitions, nous utiliserons les conventions suivantes :
— [D’état initial sera indiqué par une fleche,
— les états marqués d’une étoile sont accepteurs.

b
0,1 a b
a b
a D wg a b
-GSO U @
(a) ) (©

FIGURE 7.1 — Des automates a €tats finis non déterministes

OSRO=C

(@) (b)

FIGURE 7.2 — Des automates a états finis non déterministes

Exercice 34 (#) — Décrire le langage reconnu par un AEFND

Décrire en langage naturel chacun des automates représentés dans la Figure 7.1.

Exercice 35 (#) — Donner un AEFND qui reconnait un langage

Nous considérons 1’alphabet 3> = {a, b}. Nous définissons le langage L; comme I’ensemble des mots de X* tels que le i-eme
symbole en partant de la fin des mots est le symbole a. (Le premier symbole d’un mot en partant de la fin est le dernier symbole.)

1. Définir formellement le langage L; pour ¢ € N. 3. Donner un AEFND qui reconnait L.
2. Donner un AEFND qui reconnait L . 4. Donner un AEFND qui reconnait Ls.
Exercice 36 (W) — Déterminiser

Considérons les deux automates suivants :
— A T’AEFND défini par ({0, 1,2, 3,4,5},{a, b},0, A, {4}) dont la relation de transition est définie par la Table 7.1a.
— BT’AEFND défini par ({0, 1,2, 3,4,5},{a,b},0, A, {0, 3,4}) dont la relation de transition est définie par la Table 7.1b.
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CHAPITRE 7. AUTOMATES A ETATS FINIS NON-DETERMINISTES

TABLE 7.1 — Des automates a états finis non déterministes représentés sous forme tabulaire

Lo [t ] 2] 3 [¢]5 | HETANFIEIEE
all12345]23]014] 0 [ 1] 2 all 12 5
b 4 1123125 23,5 b 3[4 0

(@) (b)

— C'I’AEFND défini par ({1,2,3,4,5,6}, {a,b},1, A, {2}) tel que :

A ={(1,qa,2),(2,a,3),(3,a,2),(2,a,4),(4,),2),(2,b,5), (5,a,2),(2,b,6), (6,b,2)}.

1. Déterminiser A et minimiser I’ AEFD obtenu aprés déterminisation.
2. Méme question pour I’automate B.
3. Méme question pour I’automate C'.

Exercice 37 (W) — Déterminer ’équivalence

Soit ¥ = {0, 1}. Considérons les deux premiers AEFNDs représentés dans la Figure 7.2.
1. Quel est le langage reconnu par I’automate représenté dans la Figure 7.2a?
2. Quel est le langage reconnu par I’automate représenté dans la Figure 7.2b ?
3. Montrer que ces deux automates sont équivalents.

Exercice 38 (WMA) — Nombre d’exécutions acceptées
Nous nous intéressons 2 calculer le nombre A (A, u) d’exécutions acceptées par un automate A pour un mot v donné en entrée.
Rappelons que |u|, dénote le nombre d’occurrences du symbole a dans le mot w.

1. Considérons I’automate A; représenté dans la Figure 7.3a, lister les exécutions acceptées et associées au mot abaa. En
déduire N'(Ay, abaa).
Montrer que N (A1, u) = |ulq.
Considérons I’automate A, représenté dans la Figure 7.3b, quelle est la valeur de N (A2, w) pour un mot w. Justifier.
Considérons I’automate A3 représenté dans la Figure 7.3¢, quelle est la valeur de A/ (A3, u) pour un mot u. Justifier.

Considérons deux AFENDs Auto; et Autos sur I’alphabet 3 et ' AEFND Auto résultant du produit pour intersection
de Auto; et Autos. Montrer que Vu € 3* : N (Auto, u) = N (Autor, u) X N (Autos, ).

6. Donner un automate A tel que Vu € ¥* : N'(A,u) = (Jul,)?

wookwn

a,b ab ab ab 2,
G
(a) AENFD A, wb

(c) AENFD Aj;
(b) AENFD A,

FIGURE 7.3 — Des automates a €états finis non déterministes
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CHAPITRE

Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions

Rappel : e-AEFND : automate a états fini non-déterministe avec e-transitions.

Exercice 39 () — Montrer qu’un langage est un langage a états

Soit L un langage a états sur un alphabet ¥ et A un automate qui reconnait L.

1. En utilisant A, définir un automate qui reconnait {w | s - w € L}, I'ensemble des mots de L commengant par un
symbole s € X et le supprimant, est un langage a états.

2. En utilisant A, définir un automate qui reconnait {w | w - s € L}, ’ensemble des mots non vide de L terminant par un
symbole s € ¥ et le supprimant, est un langage a états.

3. En utilisant A, définir un automate qui reconnait {w - s- s | w- s € L}, I’ensemble des mots obtenus un doublant la
derniere lettre des mots non vide de L, est un langage a états.

4. En utilisant A, définir un automate qui reconnait {wy - s - wy | w1, wy € L}, I’ensemble des mots obtenu en insérant
une occurence d’un symbole s € X dans un mot de L, est un langage a états.

Exercice 40 () — Composition d’e-AEFNDs
Soient A; = (Q1,¢7, 3, A1, Fy) et Ay = (Q2, 65,3, Ay, Fy) deux e-AEFNDs et Ly, Ly les langages reconnus par A; et A,
respectivement.

1. Définir I'automate A, = (Qu, q0, %, Ay, F) qui reconnait Ly U Lo.

2. Définir automate A. = (Q.,¢°, %, A., F) qui reconnait L; - L.

3. Définir 'automate A, = (Qx, ¢¥, X, A,, F}) qui reconnait L}.

4. Définir I'automate An = (Qn, 2,2, An, Fn) qui reconnait Ly N L.

Exercice 41 (W&) — Elimination des e-transitions et déterminisation
Considérons ’alphabet & = {a, b} et I’e-AEFND défini par ({0, 1,2, 3,4}, {a,b},0,A, {4}) dont la relation de transition A
est définie par la Table 8.1a. Pour les questions suivantes, utiliser la représentation tabulaire des automates.

1. Eliminer les e-transitions.

2. Déterminiser 1’automate obtenu a la question précédente.

3. Déterminiser 1’automate initial en utilisant la méthode directe (combinaison de 1I’élimination des e-transitions et

déterminisation).
| Lo fi]2]3]4] | Lo fi]2]3]4]
b 2143 Z 24

(a) ()

TABLE 8.1 — Des automates a états finis non déterministes avec e-transitions
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CHAPITRE 8. AUTOMATES NON-DETERMINISTES AVEC ¢-TRANSITIONS

(@) ®)

FIGURE 8.1 — Des automates a états-finis non déterministes avec e-transitions

4. Vérifier que les automates obtenues aux deux questions précédentes (c’est-a-direen utilisant les deux méthodes) sont
équivalents.

Exercice 42 (A#) — Elimination des e-transitions et déterminisation
Soit I'e-AEFND défini par ({0, 1,2, 3,4}, {a,b},0,A, {4}) dont la relation de transition A est définie par la Table 8.1b. Pour
les questions suivantes, utiliser la représentation tabulaire des automates.

1. Eliminer les e-transitions.

2. Déterminiser I’automate obtenu a la question précédente.

3. Déterminiser 1’automate initial en utilisant la méthode directe (combinaison de 1’élimination des e-transitions et

déterminisation).
4. Vérifier que les automates obtenues aux deux questions précédentes (c’est-a-dire en utilisant les deux méthodes) sont
équivalents.
Exercice 43 (A#) — Elimination des e-transitions et déterminisation

Considérons I’alphabet ¥ = {a, b} et les e-AEFND représentés dans la Figure 8.1a et Figure 8.1b, définis sur . Pour les
questions suivantes, utiliser la représentation sous forme de graphes des automates.

1. Donner un mot accepté et un mot non-accepté par I’automate.
2. Eliminer les e-transitions et déterminiser 1’automate obtenu.

3. Minimiser I’automate obtenu a la question précédente.

Exercice 44 (W®A) — Langage miroir

Soit ¥ un alphabet. L’image miroir R(u) d’un mot u est le mot que I’on obtient en lisant le mot « de droite & gauche (comme
en Arabe ou en Hébreu). Plus précisément :

— R(e) =,

— R(u-a) =a- R(u), pour toutu € £*,a € 3.
Soit L un langage a états.

1. Prouver que R(L) = {R(u) | w € L} est un langage a états.

Exercice 45 (W&A&®) — Fermeture de Kleene, union et inclusion

Soient L; et Ly des langages. Montrer que si Ly C Lo, alors L7 C L3.

En déduire que pour tout langages Ly et Lo, LT U L3 C (L1 U Lo)™.

Montrer que, en général, L U L # (L1 U La)*.

Trouver des langages Ly et Lo tels que Ly € Lo, Lo € 4Ly et LT U L3 = (Ly U La)*

.
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CHAPITRE

Expressions régulieres

Exercice 46 (#) — Simplifier des expressions régulieres
Considérons I’alphabet ¥ = {a, b}. Simplifier chacune des expressions réguliéres suivantes, c¢’est-a-dire trouver une expression
réguliere équivalente qui contient moins de symboles.

l.e+a-b+a-b-a-b-(a-b)*.

2.a-ad*+a)+a-(a-b*"+a-a)

3.a-(a+b)*+a-a-(a+b)*+a-a-a-(a+b)*.

Exercice 47 (W) — Trouver des expressions régulieres

Considérons I’alphabet > = {a, b, c}. Pour chacun des langages suivants sur 3, donner une expression réguliere qui le dénote.
9 ?
1. L’ensemble des mots qui commencent par a et finissent par b.
L’ensemble des mots qui contiennent au moins trois occurrences du symbole b.
L’ensemble des mots qui contiennent au moins trois occurrences consécutives du symbole b.
L’ensemble des mots qui contiennent un nombre pair de a.
L’ensemble des mots qui contiennent un nombre impair de a.
L’ensemble des mots qui contiennent un nombre de a multiple de 3.
L’ensemble des mots qui ne contiennent pas le facteur a - a.

L’ensemble des mots qui ne contiennent pas le facteur a - a - b.

e A o

L’ensemble des mots qui contiennent au moins 2 occurrences du symbole @, mais non consécutives.

H
e

L’ensemble des mots qui contiennent au moins 3 symboles et le troisieme symbole est a.

—
—_

. L’ensemble des mots qui commencent et finissent par le méme symbole.

—_
[\

. L’ensemble des mots de longueur impaire.

—_
W

. L’ensemble des mots de longueur au moins 1 et au plus 3.

Exercice 48 (A#&) — Equivalence ou non entre expressions réguliéres

Donner une preuve ou un contre-exemple pour les lois algébriques suivantes sur les expressions régulieres :

I. (e+R)* = R, 5. (RS + R)*RS = (RR*S)".

2. (e+R)-R*=R". o e e

3. (R+5) =R+ 5" 6. (R+5)85=(RS)".

4. (RS + R)*R = R(SR + R)". 7. S(RS + S)*R = RR*S(RR*S)*.
Exercice 49 (AAA®) — Lemme d’Arden

Soient E, F', X C X* des langages.
1. Prouver que le langage E* F' est une solution de I’équation X = EX + F.
2. Prouver que si e ¢ F, alors E* F est la solution unique de X = EX + F' (Lemme d’Arden).
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CHAPITRE

i[i§Théoreme de Kleene

Exercice 50 (W) — Automate vers expression réguli¢re

Nous souhaitons calculer les expressions régulieres associées aux automates dans la Figure 10.2.
1. Calculer les expressions régulieres en suivant la méthode associant des équations linéaires aux états.

2. Calculer les expressions régulieres en suivant la méthode associant des expressions régulieres aux chemins.

Exercice 51 (W) — Expression réguliére vers automate

Soit ¥ = {a, b}. Donner les e-AEFND associés aux expressions régulieres suivantes. Pour les trois premiéres expressions
régulieres, utiliser la méthode compositionelle de Thompson et la méthode par calcul des dérivées.

b, 4. (a*-b+d-¢)" - (b*-d+a-d),

(a+b)*-a*-b*, 5. (a-b+a*-b+c-d)-((c-a*+b~d)-(a-b*—i—a-b-d))*.
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CHAPITRE 10. THEOREME DE KLEENE

FIGURE 10.1 — Des automates pour le calcul d’expressions régulieres

(a) Automate reconnaissant les mots ne contenant pas aba. (b) Automate reconnaissant les mots ne contenant pas abaa.

FIGURE 10.2 — Des automates pour le calcul d’expressions régulieres
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CHAPITRE

1§l Grammaires

S — abS,
S — beS,
S — bbS,
S = a,
S — ¢

FIGURE 11.1 — Regles de production de la grammaire pour I’Exercice 52.

Exercice 52 (#) — Dérivation de grammaire

Considérons la grammaire G = ({a, b, c}, {S}, S, P) ot P est donné par les régles dans la Figure 11.1. Donner une dérivation
de G pour les mots suivants :

1. bebba 2. bbbcbba 3. bcabbbbcb

Exercice 53 () — Mots générés par une grammaire

Considérons la grammaire G = (Vr, Wy, S, P), ol :
— Vr est ’ensemble des symboles terminaux suivants :

{un, une, ', etudiante, etudiant, enseignante, enseignant, dutennis, duski, descours, faitdu, etudie, donne}

— P est’ensemble des regles de production suivantes :

PH — GNGV GN — AFNF|AMNM GV — VvC
V. —  fait | etudie | donne NF — etudiante | enseignante NM —  etudiant | enseignant
AF — unel|l AM = un |l C —  dutennis | duski | descours

1. Donner quelques phrases générées par la grammaire.
2. Donner quelques phrases non générées par la grammaire.

3. Donner le nombre de phrases générées par cette grammaire. I n’est pas requis que les phrases aient du sens.

Exercice 54 (W) — Langage généré par une grammaire

Quels sont les langages générés par les grammaires de la forme ({a,b}, {S, A, B}, S, P) avec les ensembles de régles de
production suivants P :
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CHAPITRE 11. GRAMMAIRES

S — AB, S — AA|B,
L. A — ab, ; 4 A — adA|aa, ¢;
B — BB B — bB|B
S — AB|aA, S — AB|aAb,
2 A — a, ; 5 B — bBa]ce,
B — b A — €
S — AB|AA,
3. A — aB, ;
B — b
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CHAPITRE

1P Grammaires régulieres

Exercice 55 (W) — Composition de grammaires

Soient L et L’ des langages réguliers générés par les grammaires G et G’ respectivement. On souhaite prouver qu’il existe des
grammaires régulieres qui génerent les langages suivants

Lur LI (L)*

1. A partir d’exemples de grammaires, montrer comment construire ces grammaires.

2. Généraliser. Donner les grammaires pour les langages demandés a partir de grammaires régulieres quelconques.
Expliquer la construction de ces grammaires.

Exercice 56 (W) — Grammaire vers automate

Dans cet exercice, nous transformons des grammaires en automates équivalents.

1. Donner des automates qui reconnaissent les langages décrits par les grammaires données dans 1’Exercice ??, si cela
est possible. C’est a dire pour les grammaires de la forme ({a, b}, {S,T,U}, S, P) avec les ensembles de regles de
production suivants P :

) S = TIbSh, |,
T — ale '

) §=T]bS,
T—al|e |
2. Si cela est possible, donner des automates qui reconnaissent les langages décrits par les grammaires données dans
I’Exercice 54. Si cela n’est pas possible, justifier.

Exercice 57 (W#) — Des AEFD et AEFND vers les grammaires

Donner des grammaires générant les langages reconnus par les AEFD donnés dans les figures suivantes.
1. Les AEFD dans la Figure 3.1.

Les AEFD dans la Figure 10.1.

Les AEFD non-minimaux dans la Figure 6.1.

Les AEFNDs dans la Figure 7.1.

Les AEFNDs dans la Figure 7.2.

A
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CHAPITRE

jkJ L.angages non réguliers et lemme de I’itération

Exercice 58 (d) — Trouver la constante d’itération minimale

Considérons I’alphabet X = {0, 1}. Donner la constante d’itération minimale des langages réguliers sur ¥ dénotés par les
expressions régulieres suivantes :

1. 0001*. 4. 1011. 7. (0+1)%.
2. 0%, 5. (01)*. 8. 10°1.
3. 0*1*. 6. e

Exercice 59 (W®) — Trouver la constante d’itération minimale

Considérons 1’alphabet ¥ = {0, 1}. Donner la constante d’itération minimale des langages réguliers sur ¥ dénotés par les
expressions régulieres suivantes :

1. 10(11*0)*0. 3. 0*110t 1%, 5. 0*101*.
2. 011 4+ 0*1*. 4. 0*1T0t1* 4+ 10*1. 6. 0*101* + 101*.
Exercice 60 (WM&) — Lien entre deux langages

Nous considérons 1’alphabet 3 = {a, b} et les langages
— Li={u-v-w|uwe X* v € {aaa, bbb} }, et
— Loy = {(aab)™ - (abb)™ | n € N}.
1. Est-ce que le langage L; est un langage a états ? Si oui, donner un automate reconnaissant L .
Remarquer une propriété sur la longueur des mots de Ly ?
Donner les facteurs n’apparaissant pas dans Lo.
Déduire de la question précédente une relation entre L; et L.

Est-ce que le langage Lo est un langage a états ? Donner une preuve.

AN

Est-ce que le langage L; U Ly est un langage a états ? Donner une preuve.
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CHAPITRE

Zi Démontrer la non-régularité d’un langage

Dans ce chapitre, nous considérons les alphabets X1 = {a, b, c} et ¥5 = {a, b}. Dans les exercices suivants, il faut montrer que
les langages proposés ne sont pas réguliers en utilisant le lemme de 1’itération.

Exercice 61 (#) — Utilisation du lemme de P’itération

Prouver que les langages suivants ne sont pas réguliers.

1. {a"b" ! | n e N}; 3. {a®X**" | i € N};
2. {a"b**" | n € N}; 4. {a'¥ I | i, j € N},
Exercice 62 (W#) — Utilisation du lemme de Ditération

Prouver que les langages suivants ne sont pas réguliers.

1. {w € &7 | |wla = |w]p + |w]c} 3. {fw-w-wlweXi}
2. {a®*".(b-c)" | i€ N}.

Exercice 63 (W) — Régulier ou non régulier ?

Considérons I’alphabet 3 = {a, b}. Dire si les langages suivants sur  sont réguliers ou non. Justifier votre réponse en donnant
un automate a états fini ou en utilisant le lemme de 1’itération.

1. {a™1b™ | n € N} 3. {fw-wf | we X*}
2. {a"a™ | n € N} 4. {w-u-wl|weX* uent}
Exercice 64 (W#) — Utilisation des propriétés de fermeture pour montrer la non-régularité

Considérons un alphabet 3. Dans cet exercice, il faut utiliser les propriétés de fermeture des langages réguliers et utiliser les
résultats de non-régularité des autres exercices. Prouver que les langages suivants ne sont pas réguliers.

1. {u € ¥* | |u| est premier}. 4, {0Fxit112xitl | e N}

2. {u € X* | |u| est un carre}. 5. {a™bka™ | m,k,n € N,m # n}.

3. {01192¢47 | 4,5 € N}. 6. {weX*|w#uwlt}
Exercice 65 (W®&®) — Correct ou incorrect

For chacune des propositions suivantes, dire si elle est correcte ou non. Si elle est correcte, donner une preuve. Si elle est
incorrecte, donner un contre-exemple.

1. Si AU B estrégulier et A est régulier, alors B est régulier.
2. Si AN B estrégulier et A est régulier, alors B est régulier.
3. Si AU B est non-régulier et A est non-régulier, alors B est non-régulier.

4. Si AN B est non-régulier et A est non-régulier, alors B est non-régulier.
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CHAPITRE 14. DEMONTRER LA NON-REGULARITE D’UN LANGAGE

Si A U B est non-régulier et A est régulier, alors B est non-régulier.
Si AN B est non-régulier et A est régulier, alors B est non-régulier.

Si A est régulier et B est non-régulier, alors A U B est non-régulier.

® =W

Si A est régulier et B est non-régulier, alors A N B est non-régulier.

Exercice 66 (h#h&®) — Utilisation du lemme de D’itération

Prouver que les langages suivants ne sont pas réguliers.

1. {a' | iestun carré}; 4. {a' | i est premier}.

2. {a’|iestuncube}; 5. {w € E5 | |wl|o/|w|p € N}.

3. {a'| i est une factorielle} ; 6. {w e X5 | |w|a/|w|p € N et est premier}.
Exercice 67 (W®&) — Un langage non-régulier qui satisfait le lemme de I’itération
Soit X un langage non régulier sur I’alphabet & = {a, b}. Nous considérons les langages suivants sur X :

— A= {aba}- %"

— B=A

— C=({aba} -X)UB
1. Montrer que C satisfait le lemme de 1’itération

2. Montrer que C est non régulier.
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