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Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions

0 Motivations

© Automates 3 états finis non-déterministes avec e-transitions
© Elimination des e-transitions

° Retour sur la fermeture de la classe des langages a états

© Résumé
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Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions

@ Motivations
o Utilisation pratique des automates avec e-transitions
@ Fermeture de Kleene d'un langage
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Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions

@ Motivations
o Utilisation pratique des automates avec e-transitions
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Utilisation des e-transitions

On autorise ¢ comme étiquette des transitions; on parle d’e-transition.

€

Un mot est accepté si on peut lire le mot jusqu'a un état accepteur :
< les e-transitions ne “consomment" pas de symbole pendant la lecture du mot d’entrée.

Propriété sous-jacente :
Ywer:

W-€=€-W=W.

(€ est I'élément neutre de la concaténation entre mots)
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Utilisation des e-transitions
Nombres décimaux

Exemple (Nombres décimaux)

Un nombre écrit en notation décimale consiste en :

@ un signe + ou — optionnel,
L'un des deux mots de numéros peut étre
vide, mais ils ne peuvent pas étre tous les
deux vides.

@ un mot de numéros 0,1,2,...,9,
@ un point pour marquer la décimale,

@ un mot de numéros 0,1,2,...,9.

0,1,...,9

v

L'utilisation d'e-transitions facilite la définition de 'automate (notamment concernant les
choix).
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Utilisation des e-transitions
Reconnaissance de mots clés et transformation d’automates

Exemple (Reconnaissance de mots clés - compositionalité)

b
Reconnaissance
de deux mots
clés :
web et http
t p

L'ajout d'un mot clé se fait de maniére compositionnelle :
@ écrire un automate reconnaissant uniquement ce mot clé,

@ ajouter une e-transition depuis I'état initial de I'automate général vers I'état initial
de 'automate reconnaissant,

o |'unique état initial est celui de I'automate général.

Nous verrons en TD que les e-transitions facilitent la transformation d'automates, p. ex.
transformer un automate pour garder que certains préfixes/suffixes du langage. J
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Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions

@ Motivations

@ Fermeture de Kleene d'un langage
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Fermeture de Kleene d'un langage
Définition - vision langage

Soit L un langage (quelconque, pas forcément a états) sur X.

Définition (Fermeture de Kleene)

La Fermeture de Kleene de L, notée L*, est I'ensemble défini inductivement comme le
plus petit ensemble généré par les deux régles suivantes :

e ccL* et
esivuel,vel alorsu-velL,

o (de maniére équivalente a la précédente régle : si u € L*,v € L, alors u-v € L¥).

Remarque Autrement dit, la fermeture de Kleene de L est I'ensemble des mots formés
par un nombre fini de concaténations de mots de L :

L"={e}U{ao---an|neN,Vi<n:ael}
Exemple (Fermeture de Kleene)
o Li = {¢, ba, cd, baba, bacd, cdcd, cdba, . . .}

o L3 est I'ensemble des mots contenant un nombre pair
de a et des b de maniére non contrainte.

o Ly ={b-ac-d}
e [r,={a-ab}

Pour un langage constitué de mots de longueur 1 (qui peut étre vu comme un alphabet),
la fermeture de Kleene de ce langage est le langage universel (sur cet alphabet).
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Fermeture de Kleene d'un langage
Vision automate

On veut montrer que si L est dans EF alors L™ est dans EF :
VLCY : L€ EF = L" € EF

Etant donné un automate qui reconnait L.

Peut-on construire un automate qui reconnait L* ? )

On obtient facilement un automate pour L* a partir de n'importe quel automate de L en
utilisant les e-transitions :

Automate pour L

Y. Falcone (UGA - Inria)

Automate pour L*
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Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions

© Automates 3 états finis non-déterministes avec e-transitions
o Définition
o Langage accepté
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Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions

© Automates 3 états finis non-déterministes avec e-transitions
@ Définition

Y. Falcone D)
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ANDEF avec e-transitions Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions
Soit ¥ un alphabet ol le symbole € ¢ ¥.

Définition (ANDEF avec e-transitions)

Un automate non-déterministe avec e-transitions (e-ANDEF) est donné par un quintuplet
(@,%, 90, A, F) ol © Automates 3 états finis non-déterministes avec e-transitions
@ @ est un ensemble fini d ‘états,
@ X est I'alphabet de I'automate, o Langage accepté
e qo € Q est I'état initial,

o ACQx (XU{e}) x Q est la relation de transition,
@ F C Q est I'ensemble des états terminaux/finaux.

Exemple (ANDEF avec e-transitions)
Soit ¥ = {a, b, c}.

y
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Configuration Exécution

Soit A = (Q, %, go, A, F) un -ANDEF.

Définition (Configuration)

Une configuration de I'automate A est un couple (q,u) ol g € Q et u € X*.

J Définition (Exécution)

. AR 7 . e exécution de 'automate A est une séquence de configurations
Définition (Relation de dérivation (entre configurations)) Uneexécution utom, daesanen nfigurations (qo, to) - - (qn; Un)

telle que
On définit la relation —a de dérivation entre configurations : (g1, ur) —a (qis1, uig1), pour i =0,...,n—1
(g2 u) —a (q',0)
ssi
((q,a,q')eAetu’:u) ou (a-u:u’et(q,e,q')EA) .
y Les notions

o d'acceptation d'un mot, et

Notation
o de langage reconnu
ay--an®* . . PP . .
@ On note g —"5 @’ lorsqu'ils existent qi, ..., qs—1 tels que : sont définies comme dans le cas des ANDEF mutatis mutandis.
’

(9,21,q1) € A, (q1,22,q2) € A, ..., (gGn-1,2n,q') € A.

* ’ ’ q ap--an*
e On note ¢ — g’ lorsqu'ils existent ay, ..., a, tels que ¢ —"A q'.

v
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Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions

© Elimination des e-transitions
@ Traduction vers ANDEF
@ Traduction (directe) vers ADEF
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Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions

© Elimination des e-transitions
o Traduction vers ANDEF
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Elimination des e-transitions Elimination des e-transitions : traduction vers ANDEF
L'idée sur un exemple Définition
Soit A = (Q, %, qo, A, F) un -ANDEF
Exemple (ANDEF avec e-transitions)
Soit ¥ = {a, b, c} Définition (Elimination des e-transitions)
a b c On construit un ANDEF
. . el(A) = (Q, %, qo, el(A), el(F))
° G @ qui reconnait L(A) tel que :
a b c o La relation de transition e/(A) est définie par : (g, a,q’) € €f(A) ssi ils existent
g1, g2 € Q tels que :
0.
QO g—aq
Q (q1,3,92) €A
P
Q q2—ad
ab b.c 0 2 .
o L'ensemble des états accepteurs c/(F) est défini par :
. *
l(F)={qe€Q|3¢ cF:q=a q'}
ab.c y
v
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Correction de la procédure d’élimination des e-transitions Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions

Soit A = (Q,Z, go, A, F) un -ANDEF.

Théoreme : Correction de la procédure d'élimination des e-transitions

L(A) = L(et(A)).
v
Preuve (par induction)
Elimination des e-transitions
Pour tout u, u’ € £* (et pour tout q,q’ € Q), o
(g, u) —y(ay (q', u") si et seulement si (q,u) —>a (¢, ). @ Traduction (directe) vers ADEF
o c € L(A) si et seulement si € € L(cl(A))
e SoitueX”,
Supposons que pour tout u’ € ¥*,
(q,u) —>a (g', U') si et seulement si (g, u) —eqa) (', )
Soit a € ¥, il faut montrer que pour tout v’ € *
5 o . - & o
(q,u-a) —na (q',u') si et seulement si (q,u-a) —eya) (', ')
)
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Fermeture par € (e-fermeture) Fermeture par € (e-fermeture)
Définition Exemples

L'e-fermeture d'un état g consiste a regrouper tous les états qu'on peut atteindre en
suivant toutes les transitions sortantes de g et étiquetées par e

Définition (e-Fermeture d’un état)

Exemple (e-Fermeture)

Soit g € Q un état, on définit ECLOSE(q) de facon récursive :
o Case de base : g € ECLOSE(q)

o Induction : Si p € ECLOSE(q) et s'il existe une transition de p vers r € Q étiquetée
par ¢, alors r € ECLOSE(q)

e-fermeture d'états :

o ECLOSE(0) = {0,1,2,3,4}

o ECLOSE(3) = {3}

o ECLOSE(5) = {5,6,7}
e-fermeture d'ensembles d’états :

o ECLOSE({0,3}) = {0,1,2,3,4}
Définition (e-Fermeture d'un ensemble d'états) o ECLOSE({3,5}) = {3,5,6,7}
Pour SC Q :

De maniére équivalente : ECLOSE(q) = 6*(q,€)

ECLOSE(S) = | J ECLOSE(q)

q€S
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Relation de transition étendue
Définition

On définit la relation de transition étendue & qui permet de lire en entrée des symboles de
I'alphabet et €; € est vu comme un symbole ne consommant pas de symbole d’entrée.

Intuitivement, 8(g, w) est I'ensemble d'états atteints en suivant un chemin dont les
étiquettes concaténées forment w (et € ne “contribue" pas a w).

Définition (Relation de transition étendue)
Etant donnés g € Q et w € (ZU {e})* :
o Cas de base : §(q,€) = ECLOSE(q)

@ Induction : Pour w = x - a, avec a € ¥, S(q,x - a) est défini par :

e soit {p1,p2,..., Pk} = S(q,x),
e soit {r,rn,...,rm} = Ule (pi, a),
o alors §(q, w) = ECLOSE({r, r2, ..., rm}).

[Univ. Grenoble Alpes, Département Licence Sciences et Technologies, Licence deuxieme année

Relation de transition étendue
Exemple

Exemple (Relation de transition étendue)

5(0,2) = {5,6,7}

0 5(0,b) =10
o 5(0,ab) = {3}

5(0,€) = ECLOSE(0) = {0,1,2,3,4}
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Elimination des e-transitions et déterminisation “a la volée" Elimination des e-transitions et déterminisation “a la volée"
Traduction vers ADEF - définition du déterminisé Traduction vers ADEF : exemple
Soit A= (Q, X, qo, A, F) un e-ANDEF
PP 7 P AT . R 7 Exemple (Elimination des e-transitions - Traduction vers ADEF
Définition (Déterminisation et élimination des e-transitions, a la volée) ple ( ¢ )
Le déterminisé de A est I'ADEF a b ©
(Qp, %, qp,6, Fp) o € o € @
tel que :
° Qo ="P(Q) On combine élimination des e-transitions et déterminisation.
e qp = ECLOSE(qo0) On fait les deux opérations “a la volée".
@ § est définie comme suit : pour tout S € Qp,a € X : a
e soit {pl,pz,“A,pk}:SL b
e soit {r,r,...,rm}= Ul.:1 A(pi, a), ‘
o alors 6(S,a) = ECLOSE({r1,r2,...,rm}),
o Fp={SeP(Q)|SNF #0}.
v
Remarque Chaque état de I'automate déterminisé (atteint avec §) correspond a un
ensemble d'états de I'automate non-déterministe avec e-transitions qui est e-fermé. ’
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Elimination des e-transitions et déterminisation “a la volée"
Traduction vers ADEF : un autre exemple

Exemple (Elimination des e-transitions - Traduction vers ADEF)
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Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions

© Retour sur la fermeture de la classe des langages 3 états
@ Fermeture par union et concaténation
@ Fermeture par opération miroir
@ Fermeture par morphisme

v
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Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions Fermeture des langages a états par union et concaténation
Union
@ Retour sur la fermeture de la classe des langages 3 états
@ Fermeture par union et concaténation

/

Concaténation
)
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Fermeture des langages a états par union et concaténation

Union

Concaténation
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Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions

© Retour sur la fermeture de la classe des langages 3 états

@ Fermeture par opération miroir

v
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Opération miroir Fermeture des langages a états par opération miroir
Le miroir d'un mot est le mot écrit en lisant de droite & gauche. Fermeture de EF par I'opération miroir
o Si L C ¥* est un langage 2 états, alors ainsi est LF.
Définition (Opération miroir — mot et langage) @ Donc EF est fermé par |'opération miroir. J
o Pour w = a; - a- - an, le miroir de w est le mot dénoté w” et défini par :
R Preuve informelle basée sur les automates
W' =an-an-1- a1 3
" Etant donnés un langage L a états et son automate reconnaisseur A :
@ Pour L C X*, le miroir de L est le langage, dénoté L™, des mots miroirs de L : -
= gag ' @ Inverser toutes les transitions de A.
F=wf wery @ Faire de I'état initial de A I'unique état accepteur.
)
@ Créer un nouvel état initial go (si I'ancien état initial était accepteur, rendre ce
nouvel état initial accepteur).
Exemple (Opération miroir) O Ajouter une transition étiquetée par e depuis qo vers chaque état accepteur de
I"automate initial.

Pour L = {001,10,111}, on a L® = {100,01,111}. /

v
(La preuve est laissée sous forme d’exercice en TD.)
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Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions

@ Retour sur la fermeture de la classe des langages 3 états

@ Fermeture par morphisme
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Rappel : morphismes (de groupes)

Définition (Groupe)

Un groupe est un couple (G, *) ol G est un ensemble et * une opération entre éléments

de G tels que pour tout g1, 82,83 € G :
@ il existe un élément neutre e,

(g1 * €6 = €G * 81 :gl)
@ chaque élément a un symétrique

e gix@€G,
° g1k (g2*gs) = (g1%&)*gs

Soient (G, ) et (G', %) 2 groupes dont les éléments neutres sont e et eg/,
respectivement.

Définition (Morphisme) Exemple (Morphisme)
Une application f : G — G’ est un

- ; L’application f : (Z,4) — (R, x)
morphisme de groupes si

définie par f(n) = 2" est un morphisme
Vx,y € G: f(xey)="f(x)xf(y) de groupes.

Dans la suite, pour chaque alphabet X, nous considérons le groupe (X*,-) ol - est
I'opération de concaténation entre mots de £* et des morphismes pour traduire des mots
sur un alphabet vers des mots sur un autre alphabet.
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Morphisme sur les mots

Soit ¥ et ¥’ deux alphabets.

Définition (Morphisme de mots)

Une application h: £ — ¥’ induit un morphisme h, de ¥* — ¥'* défini par :
° %(5) =g, et
o h(u-a) = h(u) - h(a).

Remarque On montre que h est un morphisme en montrant
Vx,y € ¥* = h(x - y) = h(x) - h(y) par induction sur y ou récurrence sur |y|.

Exemple (Morphisme de mots)

Considérons & = {a, b}, £’ = {0,1} et I'application h: ¥ — ¥'" telle que h(a) =0 et
h(b)=1-1.

L'application h induit bien un morphisme [ED RS o

En effet on a, par exemple, h(b-a-a)=1-1-0-0= h(b) - h(a- a).

A partir de maintenant, on écrit h au lieu de h.
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Fermeture des langages a états par morphisme

Soit h un morphisme.

Théoreme : Fermeture de EF par morphisme

Si L C X" est un langage a états alors ainsi est son image
a g Preuve
par h, notée h(L) et définie par

Basée sur les automates.

h(L) ={h(u) |ueL}. Laissée en exercice.

Donc EF est fermé par morphisme.

Exemple (Fermeture de EF par morphisme)
Considérons ¥ = {a, b}, ¥’ = {0,1} et le morphisme h (noté h ci-dessous) comme décrit
précédemment et induit par I'application h: ¥ — ¥'” telle que h(a) =0 et h(b) = 1- 1.
o Le langage L; C * contenant I'ensemble des mots avec un nombre impair de a est
un langage a états.
o Le langage h(L1) C ¥'" contenant I'ensemble des mots avec un nombre impair de 0
et un nombre pair de 1 est un langage a états.
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Fermeture de EF par morphisme inverse Plan Chap. 8 - Automates a états finis non-déterministes avec e-transitions
Soit h un morphisme et h~! le morphisme inverse (application inverse).

Théoreme : Fermeture de EF par morphisme inverse

Si L C ¥'" est un langage a états alors ainsi est son

P
image h~*(L) par h=* définie par reuve

Basée sur les automates.
hfl(L) _ {u €x* |3 el h(u)= u'}. Laissée en exercice.

Donc EF est fermé par morphisme inverse.

Exemple (Fermeture de EF par morphisme inverse)

Considérons ¥ = {a, b, ¢, d}, ¥’ = {0,1,2} et le morphisme h (noté h ci-dessous) induit
par I'application h: £ — ¥'" telle que h(a) =0, h(b) =1, h(c) = € et h(d) = 2.
o Le langage L; C ¥'" contenant |'ensemble des mots avec un nombre pair de 0 et pas © Résumé
de 2 est un langage a états.
o Le langage h™*(L1) C ¥'" contenant I'ensemble des mots avec

e un nombre pair de 0,
o pas de d, et
o des b et des ¢ de maniére non-contrainte

est un langage a états.
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Résumé 1 : transformations entre automates Résumé 2 : fermeture de la classe des langages a états, problemes et
procédures de décision

Propriétés de fermeture

~ # Id Les langages d’états finis sont fermés par les opérations suivantes :
(1 @ union, intersection, Q l'étoile/la fermeture de Kleene,
ADEF ANDEF @ complément, © opération miroir,
\])it/ © concaténation, @ morphisme, morphisme inverse.
Nous avons associé ces opérations a des transformations d’automates. )
Id Id
Problemes et procédures de décision
Det o€l el A s . -
Les problemes de décision suivants sont décidables :
@ accessibilité, © langage vide, @ inclusion de langages,

e-ANDEF

@ co-accessibilité, @ langage infini, O égalité de langages.

Nous avons donné une procédure de décision pour chaque probléme.
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