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Plan Chap. 10 - Langages non-réguliers et lemmes de I'itération

@ Motivations

© Lemme de I'itération

@© Constante d'itération

@ Une condition suffisante pour la non-régularité

e Utilisation des propriétés de fermeture

Q@ Résumé

On va utiliser une propriété des langages réguliers.
o Tout langage régulier L satisfait la propriété de I'itération P.

@ Un langage qui ne satisfait pas P n'est pas régulier.

Utilisation : démontrer qu'un langage est non régulier - Preuve par |'absurde
@ Supposer que L est régulier.
o Utilisation de P pour déduire des informations sur les mots du langage étudié.

o Trouver une contradiction.
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Plan Chap. 10 - Langages non-réguliers et lemmes de I'itération Deux exemples
Exemple (Le langage {a"b" | n € N} n’est pas d’état finis)
@ Motivations @ Si nous essayons de trouver un AEFD pour ce langage, nous observons que cet
automate doit se souvenir du nombre de a qui ont été lus en entrée.
o Comme le nombre de a n'est pas limité, il y a un nombre infini de possibilités.
o Cela ne peut étre fait avec un nombre fini d'états.
Le "nombre infini de possibilités" n’empéche pas un langage d'étre d'états finis.
Exemple (Langage d’états finis)
L'ensemble des mots sur
{a, b} qui contiennent au-
tant de facteurs ab que de
facteurs ba.
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Motivations Motivations
Montrer la non-régularité Comprendre la régularité
, , el N . N p—
Comment montrer qu’un langage L n’est pas régulier / a états? ) Certains langages ne peuvent étre reconnus / décrits par des automates
o par exemple : {a"- b" | n € N}.
) . ° P .
Refe T AR Les automates ne peuvent pas compter (de maniére arbitraire) )

La plupart des langages sont non réguliers
o Les langages a états / automates sont dénombrables.
@ Les langages sont indénombrables.

Comment caractériser précisément les langages qui peuvent étre reconnu par des
automates ?

)
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Plan Chap. 10 - Langages non-réguliers et lemmes de I'itération Lemme de I'itération
Soit L un langage régulier.
Lemme de ['itération, Pumping lemma
Il existe N € N tel que
pour tout mot w € L avec |w| > N,
o on peut trouver x, y,z € £* tels que
© Lemme de I'itération
w=Xxyz
et:
Q y#e
0 |xy[<N,
@ pour tout k € N, xy*z € L.
)
i
X
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Démonstration du Lemme de I'itération

Soit L un langage régulier.

Alors, il existe un ADEF A = (Q, X, qo, 6, F) tel que L(A) = L.
Soit n = |Q|.

Soit w=ay---am € L tel que [w|=m > n.

Soit p; = 6*(qo, a1, - - - a;) pour i < m.

Alors, ils existent i et j avec 0 < i < j < n tels que p; = pj.

@ On pose x = a1 - aj,
@ Alors, on a :

QO w=xyz.

@ |x/[<n.

Q vFecari<j

© 5*(pi,v) = pj = pi et donc §*(pj, k) = pj, pour tout k > 0.

et z=aji1 - am.

e Donc, xyfze L pour tout k > 0.
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Application du Lemme de I'ltération

Exemple (Application du Lemme de I'ltération sur L = {a'b’ | i > 0})
Preuve par I'absurde :

@ Supposons que L soit régulier.

@ Alors, on sait par le Lemme de I'itération, qu'il existe n > 0 tel que pour tout w € L
avec |w| > n ils existent x,y,z € £* avec :

Q ka276 L, pour tout k > 0.

o Soit w = a"b" (ol n est le n du Lemme de ['itération). On a w € L.

o Soient x,y,z € £* comme ci-dessus.

o Alors, comme |xy| < nety#e onax=a ety=a avecj>0eti>0.

o Soit w' = xy?z = da'a'a"ITp" = a"tp".

@ Alors, d'une part on devrait avoir (d'aprés le lemme) w' € L et d'autre part w' & L

car n+i>n.

@ Ce qui est une contradiction. Donc L n’est pas régulier. )
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Application du Lemme de [I'ltération

Exemple (Application du Lemme de I'ltération sur L = {w | |[w|a = |w|p})
Preuve par I'absurde :

@ Supposons que L soit régulier.

@ Alors, on sait par le Lemme de I'itération, qu'il existe n > 0 tel que pour tout w € L
avec |w| > n ils existent x,y,z € £* avec :

o Soit w=a"b". Onaw € L car |w|, = |wlp.

[Univ. Grenoble Alpes, Département Licence Sciences et Technologies, Licence deuxiéme année

Application du Lemme de I'ltération

Exemple (Application du Lemme de I'ltération sur L = {ww | w € {a,b}"})
Preuve par I'absurde :

@ Supposons que L soit régulier.

@ Alors, on sait par le Lemme de I'itération, qu'il existe n > 0 tel que pour tout w € L
avec |w| > n ils existent x,y,z € £* avec :

Q |xy| <n.
@ xy*z € L, pour tout k > 0.

@ Soit w = a"ba"b. On aw € L.

@ Soient x,y,z € £* comme ci-dessus. o Soient x,y,z € £ comme ci-dessus.
. ] _ 5 _ g . .
o Alors, comme |xy| <nety#¢ onax=2a ety=a avecj>0eti>0. o Alors, comme |xy| < nety#e onax=3a ety=a avecj>0eti>0.
o Soit w' = xy?z = dalaia" i ib" = a™p". o Soit w' = xy’z = aa¥a""""Iba"b = a"ba"b.
e Alors, d’un c6té on a w' € L mais aussi w’ & L car n47 > n. o Alors, d'une part on devrait avoir (d'aprés le lemme) w’ € L et d'autre part w’ ¢ L
. . i Lo car il n'existe pas de w”’ t.q. w' = w"w".
o Ceci est une contradiction. Donc L n'est pas régulier. X o .
- @ Ceci est une contradiction. Donc L n'est pas régulier.
)
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Application du Lemme de I'ltération Application du Lemme de I'ltération
Exemple (Application du Lemme de I'ltération sur L = {a'b’ | i > j})
Preuve par I'absurde :
@ Supposons que L soit régulier. Exercice : Application du Lemme de I'ltération sur L = {a'bl | i < j}
@ Alors, on sait par le Lemme de | itération, qu il existe n > 0 tel que pour tout w € L Montrer que L n'est pas régulier. J
avec |w| > n ils existent x,y,z € £* avec :
Q w=xyz
Qy#e
Q [y|<n
@ xy*z € L, pour tout k > 0. Exercice : Application du Lemme de I'ltération sur L = {a"b"c" | n € N}
. 1 ) 7 .
o Soit w=2a""b". OnaweLcarn+1>n. Montrer que L n'est pas régulier. J
o Soient x,y,z € £* comme ci-dessus.
o Alors, comme |xy| < nety#e¢onax=2aety=a avecj>0eti>0.
s antl—i—jpn ; ol 0 ontl—ipn
0 Onaw=daa b" avec j > 0. Soit w' = xy'z = a b". Exercice : Application du Lemme de I'ltération sur L = {a"ba™ba"*™ | n,m € N}
, . Ao ol ) , / /
< 5 P
° Alors, d’une part on devrait avoir w’ € L et d’autre part w’ ¢ L car |w'|, < |w'|p Montrer que L n’est pas régulier. J
(i>1).
@ Ceci est une contradiction. Donc L n'est pas régulier.
v
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Plan Chap. 10 - Langages non-réguliers et lemmes de I'itération

@ Constante d'itération
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Constante d'itération

Selon le lemme de I'itération, il existe (au moins) un n € N tel que chaque mot w d'un
langage régulier t.q. |w| > n pour un certain n € N posséde un facteur non vide (y) qui
peut &tre itéré.

Un tel entier n est appelé une constante d'itération et le facteur est dit facteur itérant.

o Si n est une constante d'itération, alors chaque n’ > n est une constante d'itération.

o Si n n'est pas une constante d'itération, alors chaque n’ < n n'est pas une constante

d'itération.
Définition (Constante d'itération minimale)
La constante d'itération minimale d'un langage est sa plus petite constante d'itération. J

Exemple (La constante d'itération minimale de 01" est 2)
o Le mot w = 0 est tel que w € 01%, |w| = 1 et w ne contient pas de facteur qui peut
&tre itéré.
o Un mot w € 01" tel que |w| > 2 posséde un facteur qui peut &tre itéré 3 travers la
décomposition w = xyz avec x =0, y =1, z = reste

(UGA - Inria)
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Constante d'itération - Exercices

Constante d'itération minimale
Trouver la constante d'itération minimale pour les langages suivants :
e 0001*
e 0"
e 0"1*
e 0*17071* +10*1
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Plan Chap. 10 - Langages non-réguliers et lemmes de I'itération

@ Une condition suffisante pour la non-régularité
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Une condition suffisante a la non-régularité

Soit L un langage sur un alphabet X.

Une condition suffisante pour la non-régularité
S'il existe deux suites de mots (an) ey €t (8n) ey telles que
Vi,jeN: ;- € Lsietseulement sii=j

alors L n'est pas régulier.

Pour le langage {akbk | k € N}, nous pouvons prendre a, = a" et 3, = b".

Exercice : application de la condition
suffisante

o {w e X" |w est un palindrome }
o {w-w|weX"}
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Exemple (Application de la condition suffisante) J
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Plan Chap. 10 - Langages non-réguliers et lemmes de I'itération

@ Utilisation des propriétés de fermeture

Y. Falcone (UGA - Inria)
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Utilisation des propriétés de fermeture

@ L dénote un langage dont on cherche a montrer la non-régularité,
@ L,e; dénote un langage que I'on sait régulier,
@ Luonreg dénote un langage que I'on sait non régulier.

Utilisation de la fermeture par union et intersection

Si L2 U Lreg = Lnonreg 0U L7 M Lreg = Lnonreg,
alors L est non régulier (sinon Lnonreg serait régulier).

Utilisation de la fermeture par complémentation

o Sil; = Lyonreg alors Lz est non régulier.
e Sil; = Lreg alors Ly est régulier.
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Utilisation des propriétés de fermeture

Utilisation de la fermeture par morphisme
Soient L7 et Luonreg deux langages sur T et T’ respectivement et f un morphisme de T
vers X'* tels que Luonreg = f(L7).

@ Alors L est non régulier. En effet, supposons (par I'absurde) que L soit régulier.

Comme les langages réguliers sont fermés par morphisme et Luonreg = f(L7), alors
Lnonreg serait régulier. Contradiction.

Utilisation de la fermeture par morphisme inverse
Soient L7 et Lyonreg deux langages sur X et ¥’ respectivement et f un morphisme de ¥
vers X" tels que Luonreg = f*(L2).

@ Alors L; est non régulier. En effet, supposons (par |'absurde) que L, soit régulier.

Comme les langages réguliers sont fermés par morphisme inverse et
Luonreg = £ (L?), alors Lyonreg serait régulier. Contradiction.
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Utilisation des propriétés de fermeture

Exemple (Utilisation de la fermeture par intersection)
Utilisation pour démontrer que {w | |w|, = |w|} est non régulier.
@ Supposons que nous avons démontré que {a* - b* | k € N} soit non régulier.
o Nous savons que a* - b* est régulier.
Alors, comme {w € {a,b}" | |w|, = |w|p} N a* - b* = {a* - b* | k € N}, nous en
déduisons que {w | |w|, = |w|s} est non régulier.

Exemple (Utilisation de la fermeture par complémentation)

o Comme {a” | p premier} est non régulier, alors {a” | p non premier} est non régulier.

o Comme {w | |w|s = |w|,} est non régulier, alors {w | |w|, # |w|,} est non régulier.
/
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Utilisation des propriétés de fermeture

Exemple (Utilisation de la fermeture par morphisme)

o Ly = {0%1%2% | k € N} est non régulier car L, = {a*b* | k € N} est non régulier.
En effet, considérons, le morphisme induit par

h={0+— a,1— b,2+ €},

nous avons h(L1) = Lo.

D)
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Plan Chap. 10 - Langages non-réguliers et lemmes de |'itération

@ Résumé
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Résumé

Langages Non Réguliers et Lemme de I'ltération

o Lemme de I'itération (et ses variantes) : propriétés des langages réguliers
e énoncé
@ preuve

o Utilisation : prouver que des langages sont non-réguliers.

e preuves par contradiction
o utilisation des propriétés de fermeture : opérations booléennes, morphisme (inverse)

@ Exemples de démonstrations de la non-régularité de certains langages.

o Constante d'itération
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Plan Chap. 10 - Langages non-réguliers et lemmes de I'itération

@ Dénombrement des langages réguliers et non réguliers
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Ensembles dénombrables et indénombrables

Définitions

Intuitivement, un ensemble est dénombrable lorsque ses éléments peuvent étre listés sans
omission ni répétition.

En informatique, on accéde uniquement aux ensembles dénombrables.

Définition (Ensemble dénombrable) J

Un ensemble est dénombrable lorsqu’il peut étre mis en bijection avec une partie de N.

Exemple (Ensemble dénombrable)

o N et ses parties (entiers non nuls,

. | L ) Exemple (Ensemble non dénombrable)
entiers pairs, entiers impairs, etc)

@ |'ensemble des entiers relatifs Ol3
@ I|'ensemble des rationnels « P(N)
e R—>B

o |'ensemble des nombres premiers
e NxN
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Propriétés des ensembles dénombrables
Cantor, 1891

Sous ensembles d'un

Tout sous-ensemble d'un ensemble dénombrable est dénombrable. J

nion dénombrable d'ensembles finis J

Une union dénombrable d'ensembles finis est dénombrable.

Démonstration.

Lister chaque ensemble dénombrable en ligne :

a | a | a3 | | Al
Al a [an|as || A
A lan [an|as || As
A
Enumération des éléments en diagonale : ai1, a1, a1z, as1, ... ]
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Propriétés des ensembles indénombrables
Cantor, 1891

Sur ensembles d'un ensemble indénombrable

Tout sur-ensemble d'un ensemble indénombrable est indénombrable.

Le cardinal d'un ensemble est toujours strictement inférieur a celui de ses parties

Si E est un ensemble dénombrable infini, alors P(E) est indénombrable.

Démonstration.

Soit E un ensemble dénombrable infini. Supposons qu'il existe une bijection f de E vers
P(E).
Considérons |'ensemble D des éléments qui n’appartiennent pas a leur image :

{x € E|x¢ Fx)}
Comme D C E et que f est surjective, on peut trouver xo € E tq f(x0) = D et cet
élément est unique (f est injective). Il y a deux cas :

o si xo € D, par définition de D, xo & f(x0) = D, contradiction.

@ si xp ¢ D, par définition, xo € f(x0) = D, contradiction.

Ainsi, P(E) n’est jamais en bijection avec E. En conséquence, si E est en bijection avec
N (dénombrable infini), alors P(E) est indénombrable. O
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Argument diagonal pour démontrer la non dénombrabilité de I'ensemble des

réels
Cantor, 1891

Exemple

Argument diagonal pour montrer la non-dénombrabilité des réels

@ Supposons que les réels soient

u Hentier‘l‘2‘3‘4‘...

dénombrables. G 0, [0[0]0]0

@ Listons les dans un ordre Deme 2, 1 ‘ 0lolo
(arbitraire). 3eme 12 8 9/010

o Définissons le réel X tel que le ieme 4eme 81, |4 ‘ 8 3|0
chiffre de X soit différent du ieme Heme 0, 3 ‘ 6 ‘ 5|8
chiffre du ime réel. K o

@ X n'est pas dans la liste. X ---
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Dénombrement des langages réguliers

D’apres le théoréeme de Kleene, pour dénombrer les langages réguliers, nous pouvons
dénombrer I'ensemble des automates a finis.

Comme tout automate 3 états fini peut étre représenté par un AEFD, nous allons
dénombrer les AEFDs (dénombrer les automates a états finis se fait similairement).

Dénombrement des AEFDs a | Q| états
o | Q| états initiaux possibles
o 29l ensemble d'états finaux possibles
o |Q|'¥1XICl fonctions de transition possibles
= |Q| x 2!9 x |Q|'¥I*IQl AEFDs possibles
@ Chacun des ensembles des AEFDs a |Q| est un ensemble fini.

o L'ensemble de tous les AEFDs est |'union de chacun des ensembles a | Q| états ou
|Q| prend les valeurs de N (union dénombrable d’ensembles finis).

Inria) INF 302 : Langages & Automates Année Académique 2021 - 2022 33/46




[Univ. Grenoble Alpes, Département Licence Sciences et Technologies, Licence deuxiéme année

Dénombrement de I'ensemble de tous les mots

Alphabet (X) : fini

L'ensemble de tous les mots sur X est dénombrable.

Démonstration.
@ Un alphabet X est fini et peut s'écrire ¥ = {ai,..., an}, pour un certain n € N.

@ On ordonne les éléments de £* avec un ordre lexicographique induit par un ordre
(arbitraire) sur X : {€,a1,...,an,31-31,...,31 " 3ny---,3n " an,...}

Ensemble des mots ©* J

O
y
Exemple (Ensemble de mots)
o Ensemble des phrases en francais.
o Ensemble des programmes dans un langage de programmation.
v
Démonstration (alternative) de X* dénombrable pour ¥ = {0,...,9}
Utiliser la correspondance :
N — &* telle que x — 1x
v

INF 302 : Langages & Automates Année Académique 2021 - 2022 34 /46

[Univ. Grenoble Alpes, Département Licence Sciences et Technologies, Licence deuxieme année

Dénombrement des langages sur un alphabet

@ X : alphabet
@ X" : ensemble de tous les mots
@ P(X*) : ensemble de tous les langages

Argumentation 1
@ X" est dénombrable.

@ L'ensemble des sous-ensembles d'un ensemble infini dénombrable est indénombrable. |

Argumentation 2

@ Supposons que P(Z*) soit H Wil ‘ w2 ‘ w3 ‘ e ‘ Ws ‘
dénombrable. "LiJJoJoJoJoJo
e Soient Ly, Lo, ... ces langages. Ly il i 0 0 0
@ Construisons L défini par : Ls L 0 mog 0 | 0
Lyj] 1] 0|0 0] O0
wi € Lssiw ¢ L LfoJ1[oJo]|1
@ L n'est pas dans la liste des langages. . .
Lf1JoJ1 1JoTJ...
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Plan Chap. 10 - Langages non-réguliers et lemmes de I'itération

@ Le lemme de I'itération est une condition nécessaire 3 la régularité
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Le lemme de I'itération est une condition nécessaire a la régularité

Le lemme de I'itération est une condition nécessaire a la régularité d’'un langage. Ce n'est
pas une condition suffisante.
Cest a dire :
VL C X" : L régulier = L satisfait le lemme de I'itération
Ceci n'empéche pas :
L non régulier == L satisfait le lemme de I'itération
pour certains langages L C ¥*.

En effet, nous donnons des exemples de langages non réguliers qui satisfont le lemme de
I"itération.

Y. Falcone (UGA - Inria)
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Langage non régulier satisfaisant le lemme de I'itération
Exemple 1

Exemple (Un langage non-régulier satisfaisant le lemme de ['itération)

{#a"0" | n2 B U{#  w|k#1we {ab}}

Exemple (Un langage non-régulier satisfaisant le lemme de ['itération)
@ Soit L un langage non régulier.
o Nous construisons le langage Ly = (#)" - LUX*, avec # ¢ ¥.
o Ly n'est pas régulier : considérons le morphisme induit par h t.q. h(a) = a pour
aEX et h(#)=ce
o Nous montrons que Ly satisfait le lemme de I'itération. Soit w € L4 t.q. |w| > 1.
Onawe (#)"-LouweXT"
o Siw e (#)" L, alors w peut s'écrire wy - w’ avec wy € (#)* et w’ € L. Nous
pouvons trouver la décomposition x = €,y = #, z = reste qui satisfait les conditions
du lemme.

o Siw € X*, alors w peut se décomposer avec x = €, y = premiére lettre de w,
z = reste qui satisfait les conditions du lemme.
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Langage non régulier satisfaisant le lemme de I'itération
Exemple 2

Exemple (Un langage non-régulier satisfaisant le lemme de ['itération)
o Considérons L= { w-wR-u|w,ue{ab}}
o L n'est pas régulier (en utilisant la deuxieéme version du lemme).
o L satisfait les conditions du lemme de I'itération. Soit m € L t.q. [m| > 4. Le mot m
s'écrit w - wR - u avec w, u € {a, b}". Nous distinguons deux cas.
o Si w est une lettre, alors |u| > 2. Nous prenons x = w - wF,
y = la premiére lettre de u, z = reste.
o Si|w|>2 alorsw=w' -savecs e {a,b} et |w| > 1. Alors wR = s w'R. Nous
prenons x =w', y =s-s, z=w'" - u.
Dans les deux cas, la décomposition de m = x - y - z satisfait les conditions du
lemme de I'itération.
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Langage non régulier satisfaisant le lemme de I'itération
Exemple 3

Soit ¥ = {a, b, c}.

Exemple (Un langage non-régulier satisfaisant le lemme de ['itération)
o Considérons L =, o(a" - b)"-(b*-¢)"+ X" -c-c-T*
o L n'est pas régulier. -
o L satisfait les conditions du lemme de I'itération.
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Plan Chap. 10 - Langages non-réguliers et lemmes de I'itération

@ Variantes du lemme de I'itération

(UGA - Inria)
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Lemme de I'itération

Choix du facteur itérant

Soit L un langage régulier.

Lemme de I'itération, Pumping lemma

Il existe n € N tel que

pour tout mot w € L,

pour tous mots u, w’, v tels que w = uw'v avec |w'| > n,
on peut trouver x, y,z € £* tels que

[Univ. Grenoble Alpes, Département Licence Sciences et Technologies, Licence deuxieme année

Lemme de I'itération par bloc
Soit L un langage régulier.

Lemme de I'itération, Pumping lemma
Il existe n € N tel que
pour tout mot w € L,
pour tous mots u, wa, ..., Wy, v tels que w = uwy - - - w,v avec Vi € [1,n] : w; # ¢,
on peut trouver k,/ € N tels que
QO 0<k<I<n,

[Univ. Grenoble Alpes, Département Licence Sciences et Technologies, Licence deuxiéme année

Théoreme de Ehrenfeucht, Parikh et Rozenberg

Théoreme de Ehrenfeucht, Parikh et Rozenberg

Les conditions suivantes sont équivalentes.
o L est régulier.
o Il existe un entier n tel que L vérifie la condition (E,).
o |l existe un entier n tel que L vérifie la condition (Ej).
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w = xyz . i
et @ VieN:uws - wp (Wis1- W) Wipr -+ wov € L.
0 y#e¢ ol w - -wx=¢€esik=0etwyy---w,=¢€si k=1
) )
0 |xy[<n,
© pour tout k € N, uxykzv e L.
y
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Plan Chap. 10 - Langages non-réguliers et lemmes de I'itération Conditions (E,) et (E})
Soit L un langage sur |'alphabet ©
Définition (Condition (E,))
L vérifie la condition (E,) (pour un entier n € N) ssi pour tout mot w € ¥*, pour tous
mots u, v, wi,..., W, tels que w = u- wi -+ w, - v et w; # € pour i € [1,n], ils existent
k,l € N tels que 0 < k </ < n et pour tout k € N
w € L siet seulement si u-W1~»Wk(wk+1--<w,)kw,+1---w,,-v€ L
y
Définition (Condition (E;))
@ Théoreme de Ehrenfeucht, Parikh et Rozenberg L vérifie la condition (E,) (pour un entier n € N) ssi pour tout mot w € ¥*, pour tous
mots u, v, wi,..., W, tels que w = u-wi -+ w, - v et w; # € pour i € [1,n], ils existent
k,!l € N tels que 0 < k </ < n et pour tout k € N
weEL sietseulementsi wv-wi---wkowircow,-vEL
y
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