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Exer
i
e 1

� Soit a un symbole d'un alphabet, on dé�nit le mot ap
par :

� a0 = ǫ
� ap+1 = ap.a

� Soit Σ = {a, b}. On dé�nit indu
tivement l'ensemble E des mots sur Σ par :

� Base : {ap|p ≥ 1}
� Indu
tion : (u, v) → ubv

1. Montrer que le mot a2ba ∈ E.

2. Montrer que le mot b n'est pas un élément de E.

3. Soit L l'ensemble des mots sur Σ qui 
ommen
ent et terminent par a et ne 
ontiennent pas

deux b 
onsé
utifs. Montrer L = E.

Corrigé de l'exer
i
e 1 :

Question 1 et 2 :

1. Le mot a2ba appartient bien à E 
ar (aa, a) → aaba.

2. Le mot b n'appartient pas à E. En e�et, il n'appartient pas à la base 
ar il 
lair que la base est

l'ensemble {ap|p ≥ 1} et il ne peut pas être généré par la règle (u, v) → ubv.

Question 3 :

On montre L = E.

1. Nous montrons E ⊆ L. En e�et, la base {ap|p ≥ 1} ⊆ L. De plus la règle (u, v) → ubv 
onserve

les propriétés de L 
ar si u et v sont dans L, alors par hypothèse d'indu
tion u et v ne 
ontiennent

pas le fa
teur bb, u se termine par a, v 
ommen
e par a.

2. Nous montrons L ⊆ E par indu
tion sur le nombre d'o

urren
es de b dans w ∈ L. Autrement dit,

on montre pour tout n, Ln = {w ∈ L | |w|b = n} ⊆ E. En e�et :

� L0 = {ap | p ≥ 1} : 
'est la base, don
 L0 ⊆ E
� Soit n ≥ 1. Supposons que, pour tout i < n, Li ⊆ E, alors montrons que Ln ⊆ E. En e�et soit w
un mot arbitraire de Ln. Don
 w 
ommen
e et �nit par a et 
ontient au moins une o

uren
e de

b. Par suite, il existe u et v tels que w = ubv. Clairement, u ne 
ontient pas deux b 
onsé
utifs

(
ar u est un pré�xe de w), u 
ommen
e par a (
ar w 
ommen
e par a) et �nit par a (sinon w

ontiendrait le fa
teur bb). Comme |u|b ≤ n − 1, on a Li ave
 i < n. L'hypothèse d'indu
tion

donne u ∈ E. Par un raisonnement semblable, on obtient v ∈ E. Ce qui prouve que w ∈ E, 
ar

(u, v) → ubv

Exer
i
e 2

1. Déterminer l'ensemble des automates étendus partiellement 
orre
tes par rapport à (P, P).

2. Déterminer l'ensemble des automates étendus partiellement 
orre
tes par rapport à (P, V).

3. Déterminer l'ensemble des automates étendus partiellement 
orre
tes par rapport à (V, P).
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4. Déterminer l'ensemble des automates étendus partiellement 
orre
tes par rapport à (F, P).

5. Déterminer l'ensemble des automates étendus partiellement 
orre
tes par rapport à (P, F).

Exer
i
e 3

On 
onsidère l'automate étendu A de la �gure 1, où q0 est l'état initial et qt est l'état terminal.

q4

q0

q1

q2 q3

q5

qt

v := 0

u := 0
y > 0 −→ u := u + x

y := y − 1

y ≤ 0u < z

v := v + 1

u ≥ z −→ u := u − z

Fig. 1 � Automate A

1. Cal
uler les exé
utions de 
et automate dans les états initiaux suivants :

(a) σ(x) = 2, σ(y) = 3, σ(z) = 2 et σ(w) = 0 pour w 6= x, y, z.

(b) σ(x) = 4, σ(y) = 3, σ(z) = 1 et σ(w) = 0 pour w 6= x, y, z.

2. Montrer, en utilisant la méthode de Floyd, que A satisfait la spé
i�
ation

(P, Q) où P ≡ x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ z > 0 et Q ≡ x0 × y0 = z0 × v + u

Corrigé de l'exer
i
e 3

Pour montrer que l'automate étendu A satisfait la spé
i�
ation

(P, Q) où P ≡ x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ z > 0 et Q ≡ x0 × y0 = z0 × v + u

. On doit d'abord asso
ié à 
haque état de 
ontr�le qi une assertion Pqi
.

� Pq0 : x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ z > 0,
� Pq1 : Pq0

∧ v = 0,
� Pq2 : Pq1

∧ u + x × y = y0 × x0,
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� Pq3 : x ≥ 0 ∧ y > 0 ∧ v = 0 ∧ z > 0 ∧ u + x × (y − 1) = y0 × x0,

� Pq4 : x0 × y0 = z0 × v + u ∧ v ≥ 0 ∧ y = 0 ∧ ∧0 ≤ u,
� Pq5 : x0 × y0 = z0 × v + u ∧ v ≥ 0 ∧ y = 0 ∧ 0 ≥ u,
� Pqt : x0 × y0 = z0 × v + u ∧ v ≥ 0 ∧ y = 0 ∧ 0 ≤ u < z.
Et ensuite, prouver que l'automate étendu annoté est 
orre
t par rapport à la spé
i�
ation , il su�t

de montrer que les trois 
onditions suivantes sont satisfaites :

1. Pour l'unique état de 
ontr�le initial q0, la formule (x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ z > 0) ⇒ Pq0 est valide

2. Pour l'unique état de 
ontr�le terminal qt, la formule Pqt ⇒ x0 × y0 = z0 × v + u

3. L'automate étendu annoté est indu
tif.

Les deux premières impli
ations (1) et (2) sont triviales.

Pour l'indu
tivité (3) :

� La preuve pour la transition de q0 à q1 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq0, il faut montrer que σ′ = σ[0/v] � Pq1.


'est-à-dire :

σ′(x) ≥ 0, σ′(y) > 0, σ′(z) > 0, σ′(v) = 0, σ′(u) = 0, et z0 × σ′(v) + σ′(u) = x0 × y0

Comme σ � Pq0, on a σ(x) ≥ 0, σ(y) ≥ 0, σ(z) > 0,
D'autre part, on σ′(x) = σ(x), σ′(y) = σ(y), σ′(z) = σ(z) et σ′(v) = 0. Don
 σ′ = σ[0/v] � Pq1.


e qui est évident.

� La preuve pour la transition de q1 à q2 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq1, il faut montrer que σ′ = σ[0/u] � Pq2.


'est-à-dire : σ′(x) ≥ 0, σ′(y) > 0, σ′(z) > 0, σ′(v) = 0, σ′(u) + σ′(x) × σ′(y) = x0 × y0.

Comme σ � Pq1 on a σ(x) ≥ 0, σ(y) ≥ 0, σ(z) > 0, et σ(v) = 0.
D'autre part, on a σ′(x) = σ(x) = x0, σ

′(y) = σ(y) = y0, σ
′(z) = σ(z), et σ′(v) = σ(v).

Don
 σ′(u) + σ′(x) × σ′(y) = 0 + σ(x) × σ(y) = x0 × y0, d'où σ′ = σ[0/u] � Pq2.

� La preuve pour la transition de q2 à q3 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq2 ∧ y > 0, il faut montrer on a σ′ = σ[(σ(u) + σ(x))/u] � Pq3.

C'est-à-dire :

σ′(x) =≥ 0, σ′(y) ≥ 0, σ′(z) > 0, σ′(v) = 0, et σ′(u) + σ′(x) × (σ′(y) − 1) = x0 × y0

Comme σ � Pq2∧y > 0, on a σ(x) ≥ 0, σ(y) > 0, σ(z) > 0, et σ(v) = 0 et σ(u)+σ(x)×σ(y) = x0×y0.

D'autre part, on a σ′(x) = σ(x) = x0, σ
′(y) = σ(y), σ′(z) = σ(z) et σ′(u) = σ(u) + σ(x).

D'où :

σ′(u) + σ′(x) × (σ′(y) − 1) = σ(u) + σ(x) + σ(x) × (σ(y) − 1)

= σ(u) + σ(x) + σ(x) × σ(y) − σ(x)

= σ(u) + σ(x) × σ(y)

= x0 × y0

On a bien σ′ = σ[(σ(u) + σ(x))/u] � Pq3.

� La preuve pour la transition de q3 à q2 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq3, il faut montrer σ′ = σ[(σ(y) − 1/y] � Pq2.

C'est-à-dire :

σ′(x) =≥ 0, σ′(y) > 0, σ′(z) > 0, σ′(v) = 0, σ′(u) + σ′(x) × σ′(y) = x0 × y0

Comme σ � Pq3, on a σ(x) =≥ 0, σ(y) > 0, σ(z) > 0, σ(v) = 0, et σ(u)+σ(x)× (σ(y)−1) = x0×y0

D'autre part, on a σ′(x) =≥ 0, σ′(y) = σ(y) − 1, σ′(z) > 0, σ′(v) = σ(v), et σ′(u) = σ(u). Don

σ′(u) + σ′(x) × σ′(y) = σ(u) + σ(x) × (σ(y) − 1) = x0 × y0, d'où σ′ = σ[(σ(y) − 1/y] � Pq2.

� La preuve pour la transition de q2 à q4 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq2 ∧ y ≤ 0, il faut montrer σ′ = σ � Pq4.

C'est-à-dire :

σ′(x) =≥ 0, σ′(z) > 0, σ′(v) ≥ 0σ′(u) ≥ 0, et z0 × σ′(v) + σ′(u) = x0 × y0.

Comme σ � Pq2 ∧ y ≤ 0, on a σ(y) = 0, σ(u) = x0 × y0, σ(x) =≥ 0, σ(z) > 0, et σ(v) = 0.
D'autre part, on a σ(u) = sigma′(u), σ′(x) = σ(x), σ′(y) = σ(y), et σ′(v) = σ(v).
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Don


z0 × σ′(v) + σ′(u) = z0 × σ(v) + σ(u)

= z0 × 0 + σ(u)

= σ(u)

= x0 × y0

D'où σ′ = σ � Pq4.

� La preuve pour la transition de q4 à q5 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq4 ∧ u ≤ z, il faut montrer σ′ = σ[(σ(u) − σ(z))/u] � Pq5.

C'est-à-dire :

Comme

� La preuve pour la transition de q5 à q4 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq5, il faut montrer σ′ = σ[σ(v) + 1/σ(v)] � Pq4.

� La preuve pour la transition de q4 à qt :
Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq5, il faut montrer σ′ = σ � Pqt.

C'est-à-dire :
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