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Exer
i
e 1

Question 1

Soient Σ = {a, b} et L1 = {uv|u ∈ {a}∗ et |u| = 2|v|} où dénote la longueur du mot u. La
dé�nition indu
tive de l'ensemble E tel que E = L1 est doné par le s
héma suivant :

1. Base : B = {ǫ}

2. Règle d'indu
tion : f : Σ∗ → PΣ∗
pour tout w ∈ E f(w) = {aawb}

Pour montrer que E = L1, on doit d'abord montrer que E ⊆ L1 et L1 ⊆ E.

� Montrons que E ⊆ L1 : preuve par indu
tion

(a) Base : En e�et la base {ǫ} ⊆ L1

(b) Indu
tion : Soit w un élément arbitraire de E, supposons w ∈ L, montrons

f(w) ⊆ L1. Puisque w ∈ L1, il existe k ∈ L tel que w = a2kbk
. Don
 f(w) =

{aawb} = {aaa2kbkb} = {a2(k+1))bk+1}
. Don
 on a bien f(w) ⊆ L1

� Montrons que L1 ⊆ E
Soit Ln = {w ∈ L1||w| = 3n}.CommeL1 =

⋃infini

n∈N , il su�t de montrer ∀n ∈
NLn ⊆ E.

Preuve par ré
urren
e sur n.

(a) Base : On a L0 = {ǫ}, 
omme L0 ⊆ B, on a L0 ⊆ E.

(b) Ré
urren
e : supposons Ln−1 ⊆ E, montrons LnE. Soit w un élément arbitraire

de Ln. Don
 w = a2nbn = aaa2(n−1)b(n − 1)b. Or a2(n−1)b(n−1) ∈ Ln−1 et don


a2(n−1)b(n−1) ∈ E.D′of(a2(n−1)b(n−1)) ⊆ E.

Question 2

Dé�nition indu
tive de D telle que D = L2 et L2 = {uv|u ∈ {a}∗}, v ∈ {b}∗et|u| ≥ 2|v|}.
Pour dé�nir D indu
tivement, on donne :

� Base : on a B = {ǫ}Rgled′induction :f1, f2 : Σ∗ → P (Σ∗) tel que pour tout mot

w ∈ D, f1(w) = {aw} et f2(w){aawb}.
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Exer
i
e 2

Soit Σ = {a, b, c}. Soit L1 l'ensemble des mots de Σ∗
qui 
ontiennent aba.

Question 1

L'automate A1 d'états �nis déterministe qui re
onnaît L1 est : in
lure l'automate

Question 2 L'automate A2 d'états �nis déterministe minimal qui re
onnaît L1 est :

Question 3

L'automate A1 d'états �nis déterministe qui re
onnaît Σ∗ L1 est : in
lure l'automate

Exer
i
e 3

question 1

�1. Exé
ution de P à partir de la 
on�guration (q0, σ1) où

2. σ1(x) = σ1(y) = 2 et σ1(z) = 0 pour toutes les variables z di�érentes de x et y.

σ1(x) σ1(y) σ1(u) σ1(v)
q0 2 2 0 0

q1 2 2 0 1

q2 2 2 2 1

q3 2 2 2 2

q2 2 2 1 2

q3 2 2 1 4

q2 2 2 0 4

qt 2 2 0 4

3. Exé
ution de P à partir de la 
on�guration (q0, σ2) où

4. σ2(x) = 0 et σ2(y) = 2 et σ2(z) = 0 pour toutes les variables z di�érentes de x et y.

σ2(x) σ2(y) σ2(u) σ2(v)
q0 0 2 0 0

q1 0 2 0 1

q2 0 2 2 1

q3 0 2 2 0

q2 0 2 1 0

q3 0 2 1 0

q2 0 2 0 0

qt 0 2 0 0

Exer
i
e 3

Pour montrer que l'automate étendu P satisfait la spé
i�
ation (x > 0∧y ≥ 0, v = xy).
On doit d'abord asso
ié à 
haque état de 
ontr�le qi une assertion Pqi

.
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� Pq0
: x > 0 ∧ y ≥ 0

� Pq1
: Pq0

∧ v = 1
� Pq2

: Pq0
∧ v = xy−u)∧0≤u≤y

� Pq3
: Pq0

∧ v = x(y−u+1))∧1≤u≤y

� Pqt
: Pq0

∧ v = xy−u)∧u=0

Et ensuite, prouver que l'automate étendu annoté est 
orre
t par rapport à la spé
i�-


ation (x > 0 ∧ y ≥ 0, v = xy), il su�t de montrer que les trois 
onditions suivantes sont

satisfaites :

1. Pour l'unique état de 
ontr�le initial q0, la formule (x > 0 ∧ y ≥ 0)Pq0 est valide

2. Pour l'unique état de 
ontr�le terminal qt, la formule (x > 0 ∧ y ≥ 0) ∧ v = x(y −
u) ∧ u = 0

3. L'automate étendu annoté est indu
tif.

Les deux premières impli
ations (1) et (2) sont triviales.

Pour l'indu
tivité (3) :

� La preuve pour la transition de q0 à q1 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq0, il faut montrer que σ′ = σ[1/v] � Pq1,


'est-à-dire :

on a σ(x) > 0, σ(y) ≥ 0 et il faut montrer on a σ(x) > 0, σ(y) ≥ 0 et 1 = 1

e qui est évident.

� La preuve pour la transition de q1 à q2 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq1, il faut montrer que σ′ = σ[σ(y)/u] � Pq2.


'est-à-dire :

On a σ(x) > 0, σ(y) ≥ 0 et σ(v) = 1 et il faut montrer on a σ(x) > 0, σ(y) ≥
0, σ(v) = σ(x)σ(y)−σ(u)

et σ(u) = sigma(v).
σ(x) > 0, σ(y) ≥ 0, σ(v) = σ(x)σ(y)−σ(u)

et σ(u) = sigma(v) est équivalent à σ(x) >
0, σ(y) ≥ 0, σ(v) = σ(x)0 = 1
Ce
i est don
 vrai.

� La preuve pour la transition de q2 à q3 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq2 ∧ u ≥ 1, il faut montrer que σ′ = σ[σ(v) ∗ σ(u)/v] � Pq3.

C'est-à-dire :

σ(x) > 0, σ(y) ≥ 0, σ(v) = σ(x)σ(y)−σ(u), σ(u) = sigma(v) et σ(u) ≥ 1, il faut montrer

que σ(x) > 0, σ(y) ≥ 0, σ(v) ∗ σ(x) = σ(x)(σ(y)−σ(u)+1)
et 1 ≤ σ(u) ≤ σ(y).

σ(x) > 0, σ(y) ≥ 0, σ(v) ∗ σ(x) = σ(x)(σ(y)−σ(u)+1)
et 1 ≤ σ(u) ≤ σ(y) est équivalent

à σ(x) > 0, σ(y) ≥ 0, σ(v) = σ(x)(σ(y)−σ(u)+1)
et 1 ≤ σ(u) ≤ σ(y)

Ce
i est don
 vrai.

� La preuve pour la transition de q3 à q2 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq0 ∧ v = xy−u+1)∧1lequ≤y
, il faut montrer que σ′ = σ[σ(u) −

1/u] � Pq2,


'est-à-dire :


