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26 octobre 2005

Exercice 1

Le schéma inductif £ du langage L est donné par :
1. la base : {€}
2. f:¥" — P(¥*) pour tout w € E on a f(w) = {awb}

— Montrons E C L : Preuve par induction
1. Base : En effet, la base {e} C L.

2. Induction : Soit w un élément arbitraire de E. Supposons w € L, montrons
f(w) C L. Puisque w € L il existe k € N tel que w = a*b*. Donc, f(w) =
{awb} = {aa®V*b} = {a*1¥**1}. Donc on a bien f(w) C L.

— Montrons L C E :
Soit L,, = {w € L| |w| =2n}. Comme L = J;, il suffit de montrer Vn € N L, C
E. Preuve par récurrence sur n

1. Base : on a Ly = {¢}. Comme Ly C B, on a Ly C E.

2. Récurrence : Supposons L, ; C E, montrons L, C E. Soit w un élément ar-
bitraire de L,,. Donc, w = a™b" = aa™ 'v"'b. Or a" "' € L,_; et donc
a" 1"t € E. D’ou a™b" € f(a" ") C E.

Exercice 2

1. On considére la propriété P, définie pour tout k € N, par P(k) :

Z:;ZQ _ h(2k+ 2)(11; +1)



— Base : On a P(0) puisque 0% = OXéXI

— Induction : Montrons que, pour tout k > 1: P(k) = P(k+1)
Soit k > 1, supposons P (k) :

Z’I:ZQ _ RQE+1(k+1)

6
On a
k+1 k
222 = 22'2 + (k4 1)?
1 1
D’aprés P(k) :
k+1
ZZQ _ k(2k+ é)(k: +1) (k1)
1
En factorisant par (k+ 1) :
k+1
Z 2 (F+1)[(k(2k 4+ 1)+ 6(k + 1)]
6

1

6 n 6

kiiz’ (k+1) 2k + Tk +6)  (k+1)(k+2)(2k + 3)

Donc P(k+1)

. Soit 'automate étendu donné par la figurel (énoncé du sujet de DS). Nous définissons
I’annotation suivante :

- Pp:c=0An>0

~ Pp:c=0As=0An>0

~ Pg:0<k<nAc=KAs=>"r i

- Pq4:0§k3<n/\c:(k+1)2/\s:Zf:0i2

~ Pp:0<k<nAc=(k+1)2As= 1"

=1
B Pqt - n(n+l)6(2n+l)

Pour prouver que cet automate étendu est correct par rapport a la spécification

(c=0An>0,s= W), il suffit de montrer que :

(a) c=0AnNn>0= P, est valide.

(b) Pp=s= %) est valide.

(¢) L’automate étendu annoté est inductif.

Les deux premiéres implications (a) et (b) sont triviales.
Pour l'inductivité (c) :



— La preuve pour la transition de ¢l a ¢2:
Soit 0 € X tel que o F P, il faut montrer que ¢’ = o[0/s] E P,
c¢’est-a-dire :
on ao(c) =0,0(n) > 0 et il faut montrer on a o(c) =0,0=0et o(n) >0
ce qui est évident.

— La preuve pour la transition de ¢2 a ¢3:
Soit 0 € X tel que o F P, il faut montrer que ¢’ = o[0/k| F Pjgs.

On a donc o(c) = 0,0(s) =0 et o(n) > 0, il faut montrer 0 < 0 < o(n), o(c) = 02

et 0_( ) 0><(0+1)6(2><0+1)‘

Ceci est également vrai.
— La preuve pour la transition de ¢3 a ¢4 :
Soit o € X tel que 0 F PjsAk < n, il faut montrer que o' = oo (c)+2x0(k)+1/s] E
Pq47
c’est-a-dire :
si 0 < o(k) < o(n),o(k) < a(n),o(c) = o(k)? et o(s) = ZRERFVEEWI 416
0<a(k) <a(n),o(c) +2xa(k)+1=(o(k)+1)% et o(s) = ZRRTDExOE ]
On a par hypothése que : 0 < o(k),o(k) < o(n) et o(s) = ”(k)(”(k)ﬂg(zx”(k)ﬂ), il
reste & montrer o(c) + 2 X o(k) + 1 = (o(k) + 1)%. On a bien o(c) = o(k)?, d’ou :
olc)+2xok)+1=0(k)?+2xo(k)+1=(c(k)+ 1)*(identité remarquable).
— La preuve pour la transition de ¢4 a ¢5 :
Soit o € X tel que : 0 F Py, il faut montrer que o’ = oo (s) + o(c)/s] E Py,
c’est-a-dire :
si0<o(k) <o(n)eto(c)=(o(k)+1)?alors 0 < o(k) < a(n),o(c) = (o(k)+ 1)
et o(s) + 0(c) = LI Ex0w) )
On a par hypothése que : 0 < o(k) < o(n)et a(c) = (o(k)+1)? il reste & montrer
que o(s) + o(c) = SEEDEE2ExowL
on a bien o(c) = (a(k) + 1)2 et o(s) = ZREEIDERTD “qrgy .
o(s) + o(c) = <& )(a(k)+l)(2><a(k)+1) 4 (o(k) + 1) = (a(k)+1)(2><a(]g)2+7><a(k)+6) _
(0 1o ) 2) 2o+

— La preuve pour la transition de ¢5 a ¢3 :
Soit o € ¥ tel que o F Py, il faut montrer que o’ = oo (k) + 1/k| F Py,
c’est-a-dire :
si 0 < o(k) < o(n),o(c) = (o(k) +1)? et o(s) = CRHNEEIDEIWEI ;)4
0 <o(k)+1<a(n),olc) = (o(k) +1)% et o(s) = LRI >+1>+1><2X< WA

)
On a par hypothése que o(c) = (o(k)+1)%* et 0 < o(k) < o(n), donc 0<o(k)+1<
k)+1)( 0(k)+2)(2><a( )+3)
6

2)(2xo(k)+3)

o(n) est vraie, il reste juste & montrer que o(s) =
o(s) = (U(k)+1)((0(k)+1)-gl)(2x(U(k)+1)+1) _ (e(B)+ )(U(k)*ﬁ-

— La preuve pour la transition de ¢3 a ¢t :
Soit o € X tel que : 0 F Pg Ak > n, il faut montrer que o’ = o F Py,
c’est-a-dire :
$i 0 < (k) < o(n),o(k) 2 o(n),o(c) = o(k)? et ofs) = W)




alors o(s) = ”(")(”(")+16)(2X”(")+1) on a par hypothése que 0 < o(k) < o(n) et

o(k) > o(n) donc on obtient o(k) = o(n). On a aussi o(s) = ZEEFDExok)+])

et comme o(k) = o(n), on obtient :

)
O'(S) _ U(n)(a(n)+lg(2><a(n)+l) )

4

Exercice 3

1. Pautomate A est déterministe car chaque état de 'automate A a au plus un successeur
(dans I’énoncé on bien écrit que d est une fonction).

2. l'automate est complet car la fonction de transition est totale.

3. Minimisation de ’automate A : on remarque que I’état 3 est un état inaccessible
donc on I’élimine de "automate A.

L’algorithme de minimisation donne :

=0 | =1|=2| =3
0 0 0 0
1 8 8 8
4 4 4 4
) 1 1 1
8 ) ) )
2 2 2 2
6 6 6 6
7 7 7 7

Donc 'automate minimal est :

F1c. 1 - Lautomate minimal de A



