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Exer
i
e 1

Le s
héma indu
tif E du langage L est donné par :

1. la base : {ǫ}

2. f : Σ∗ −→ P(Σ∗) pour tout w ∈ E on a f(w) = {awb}

� Montrons E ⊆ L : Preuve par indu
tion

1. Base : En e�et, la base {ǫ} ⊆ L.

2. Indu
tion : Soit w un élément arbitraire de E. Supposons w ∈ L, montrons

f(w) ⊆ L. Puisque w ∈ L il existe k ∈ N tel que w = akbk
. Don
, f(w) =

{awb} = {aakbkb} = {ak+1bk+1}. Don
 on a bien f(w) ⊆ L.

� Montrons L ⊆ E :

Soit Ln = {w ∈ L| |w| = 2n}. Comme L =
⋃

∞

n∈N , il su�t de montrer ∀n ∈ N Ln ⊆
E. Preuve par ré
urren
e sur n

1. Base : on a L0 = {ǫ}. Comme L0 ⊆ B, on a L0 ⊆ E.

2. Ré
urren
e : Supposons Ln−1 ⊆ E, montrons Ln ⊆ E. Soit w un élément ar-

bitraire de Ln. Don
, w = anbn = aan−1bn−1b. Or an−1bn−1 ∈ Ln−1 et don


an−1bn−1 ∈ E. D'où anbn ∈ f(an−1bn−1) ⊆ E.

Exer
i
e 2

1. On 
onsidère la propriété P , dé�nie pour tout k ∈ N , par P(k) :

k∑

i=0

i2 =
k(2k + 1)(k + 1)

6

1
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� Base : On a P (0) puisque 02 = 0×1×1
6

� Indu
tion : Montrons que, pour tout k ≥ 1 : P (k) ⇒ P (k + 1)
Soit k ≥ 1, supposons P(k) :

k∑

1

i2 =
k(2k + 1)(k + 1)

6

On a :

k+1∑

1

i2 =

k∑

1

i2 + (k + 1)2

D'après P(k) :

k+1∑

1

i2 =
k(2k + 1)(k + 1)

6
+ (k + 1)2

En fa
torisant par (k + 1) :

k+1∑

1

i2 =
(k + 1)[(k(2k + 1) + 6(k + 1)]

6

k+1∑

1

i2 =
(k + 1)(2k2 + 7k + 6)

6
=

(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6

Don
 P (k + 1)

2. Soit l'automate étendu donné par la �gure1 (énon
é du sujet de DS). Nous dé�nissons

l'annotation suivante :

� Pq1 : c = 0 ∧ n ≥ 0
� Pq2 : c = 0 ∧ s = 0 ∧ n ≥ 0

� Pq3 : 0 ≤ k ≤ n ∧ c = k2 ∧ s =
∑k

i=0 i2

� Pq4 : 0 ≤ k < n ∧ c = (k + 1)2 ∧ s =
∑k

i=0 i2

� Pq5 : 0 ≤ k < n ∧ c = (k + 1)2 ∧ s =
∑k+1

i=1 i2

� Pqt : s = n(n+1)(2n+1)
6

Pour prouver que 
et automate étendu est 
orre
t par rapport à la spé
i�
ation

(c = 0 ∧ n ≥ 0, s = n(n+1)(2n+1)
6

), il su�t de montrer que :

(a) c = 0 ∧ n ≥ 0 ⇒ Pq1 est valide.

(b) Pqt ⇒ s = n(n+1)(2n+1)
6

) est valide.

(
) L'automate étendu annoté est indu
tif.

Les deux premières impli
ations (a) et (b) sont triviales.

Pour l'indu
tivité (
) :
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� La preuve pour la transition de q1 à q2 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq1, il faut montrer que σ′ = σ[0/s] � Pq2,


'est-à-dire :

on a σ(c) = 0, σ(n) ≥ 0 et il faut montrer on a σ(c) = 0, 0 = 0 et σ(n) ≥ 0

e qui est évident.

� La preuve pour la transition de q2 à q3 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq2, il faut montrer que σ′ = σ[0/k] � Pq3.

On a don
 σ(c) = 0, σ(s) = 0 et σ(n) ≥ 0, il faut montrer 0 ≤ 0 ≤ σ(n), σ(c) = 02

et σ(s) = 0×(0+1)(2×0+1)
6

.

Ce
i est également vrai.

� La preuve pour la transition de q3 à q4 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq3∧k < n, il faut montrer que σ′ = σ[σ(c)+2×σ(k)+1/s] �

Pq4,


'est-à-dire :

si 0 ≤ σ(k) ≤ σ(n), σ(k) < σ(n), σ(c) = σ(k)2
et σ(s) = σ(k)(σ(k)+1)(2×σ(k)+1)

6
alors

0 ≤ σ(k) < σ(n), σ(c) + 2 × σ(k) + 1 = (σ(k) + 1)2
et σ(s) = σ(k)(σ(k)+1)(2×σ(k)+1)

6

On a par hypothèse que : 0 ≤ σ(k), σ(k) < σ(n) et σ(s) = σ(k)(σ(k)+1)(2×σ(k)+1)
6

, il

reste à montrer σ(c) + 2 × σ(k) + 1 = (σ(k) + 1)2
. On a bien σ(c) = σ(k)2

, d'où :

σ(c) + 2 × σ(k) + 1 = σ(k)2 + 2 × σ(k) + 1 = (σ(k) + 1)2
(identité remarquable).

� La preuve pour la transition de q4 à q5 :

Soit σ ∈ Σ tel que : σ � Pq4, il faut montrer que σ′ = σ[σ(s) + σ(c)/s] � Pq5,


'est-à-dire :

si 0 ≤ σ(k) < σ(n) et σ(c) = (σ(k) + 1)2
alors 0 ≤ σ(k) < σ(n), σ(c) = (σ(k) + 1)2

et σ(s) + σ(c) = (σ(k)+1)(σ(k)+2)(2×σ(k)+3)
6

On a par hypothèse que : 0 ≤ σ(k) < σ(n) et σ(c) = (σ(k)+1)2
, il reste à montrer

que σ(s) + σ(c) = (σ(k)+1)(σ(k)+2)(2×σ(k)+3)
6

on a bien σ(c) = (σ(k) + 1)2
et σ(s) = σ(k)(σ(k)+1)(2×σ(k)+1)

6
, d'où :

σ(s) + σ(c) = σ(k)(σ(k)+1)(2×σ(k)+1)
6

+ (σ(k) + 1)2 = (σ(k)+1)(2×σ(k)2+7×σ(k)+6)
6

=
(σ(k)+1)(σ(k)+2)(2×σ(k)+3)

6

� La preuve pour la transition de q5 à q3 :

Soit σ ∈ Σ tel que σ � Pq5, il faut montrer que σ′ = σ[σ(k) + 1/k] � Pq3,


'est-à-dire :

si 0 ≤ σ(k) < σ(n), σ(c) = (σ(k) + 1)2
et σ(s) = (σ(k)+1)(σ(k)+2)(2×σ(k)+3)

6
alors

0 ≤ σ(k) + 1 ≤ σ(n), σ(c) = (σ(k) + 1)2
et σ(s) = (σ(k)+1)((σ(k)+1)+1)(2×(σ(k)+1)+1)

6

On a par hypothèse que σ(c) = (σ(k)+1)2
et 0 ≤ σ(k) < σ(n) , don
 0 ≤ σ(k)+1 ≤

σ(n) est vraie, il reste juste à montrer que σ(s) = (σ(k)+1)(σ(k)+2)(2×σ(k)+3)
6

σ(s) = (σ(k)+1)((σ(k)+1)+1)(2×(σ(k)+1)+1)
6

= (σ(k)+1)(σ(k)+2)(2×σ(k)+3)
6

� La preuve pour la transition de q3 à qt :
Soit σ ∈ Σ tel que : σ � Pq3 ∧ k ≥ n, il faut montrer que σ′ = σ � Pq5,


'est-à-dire :

si 0 ≤ σ(k) ≤ σ(n), σ(k) ≥ σ(n), σ(c) = σ(k)2
et σ(s) = σ(k)(σ(k)+1)(2×σ(k)+1)

6
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alors σ(s) = σ(n)(σ(n)+1)(2×σ(n)+1)
6

on a par hypothèse que 0 ≤ σ(k) ≤ σ(n) et

σ(k) ≥ σ(n) don
 on obtient σ(k) = σ(n). On a aussi σ(s) = σ(k)(σ(k)+1)(2×σ(k)+1)
6

et 
omme σ(k) = σ(n), on obtient :

σ(s) = σ(n)(σ(n)+1)(2×σ(n)+1)
6

.

Exer
i
e 3

1. l'automate A est déterministe 
ar 
haque état de l'automate A a au plus un su

esseur

(dans l'énon
é on bien é
rit que δ est une fon
tion).

2. l'automate est 
omplet 
ar la fon
tion de transition est totale.

3. Minimisation de l'automate A : on remarque que l'état 3 est un état ina

essible

don
 on l'élimine de l'automate A.

L'algorithme de minimisation donne :

≡0 ≡1 ≡2 ≡3

0 0 0 0

1 8 8 8

4 4 4 4

5 1 1 1

8 5 5 5

2 2 2 2

6 6 6 6

7 7 7 7

Don
 l'automate minimal est :

0 1,5 2,6,7

4 8

a

a

a

b b

a,b

a,b

Fig. 1 � L'automate minimal de A


